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Introduction
Ce me´moire re´sume les travaux que j’ai effectue´s depuis mon arrive´e a` Grenoble, dans
l’e´quipe MOISE (INRIA – LJK), en septembre 2006.
Le the`me ge´ne´ral de mes travaux est l’assimilation de donne´es, et plus ge´ne´ralement
les proble`mes inverses et des questions lie´es (comme le controˆle et l’analyse de sensibi-
lite´). J’attache e´galement une grande importance aux applications, avec un gouˆt parti-
culie`rement marque´ pour l’environnement. En effet, je pense que, dans le domaine des
proble`mes inverses, la the´orie et les applications n’ont pas de sens l’une sans les autres.
Mon travail est donc un incessant aller-retour entre les aspects me´thodologiques et
the´oriques et les applications nume´riques et pratiques. J’ai ainsi e´largi mon spectre de
recherche depuis ma the`se en allant a` la fois plus loin vers les applications et plus loin
dans les me´thodes, au gre´ de collaborations grenobloises ou nic¸oises. On pourrait se de-
mander pourquoi mes collaborations internationales sont peu de´veloppe´es, au regard des
standards universitaires actuels. Mais ce serait oublier que ma motivation profonde est
l’environnement, et qu’a` ce titre je rechigne a` faire chaque anne´e le tour de la plane`te en
avion, et je pre´fe`re les collaborations qui se me`nent en train, ou a` ve´lo...
J’ai choisi une organisation de ce me´moire en deux chapitres : les aspects plutoˆt ap-
plicatifs d’une part, les aspects plutoˆt me´thodologiques d’autre part. Il existe bien suˆr des
recouvrements entre les deux aspects. Essentiellement, dans la premie`re partie on part du
proble`me concret (glaciologie, oce´anographie, images) et on e´tend les me´thodes classiques
d’assimilation a` des mode`les complexes, tandis que dans la deuxie`me partie on investigue
des questions plus amont, que l’on e´tudie sur des mode`les tre`s simples. Chaque partie
comprend un re´sume´ des re´sultats obtenus et une bibliographie propre. Des perspectives
sont propose´es en fin de document. Je donne un aperc¸u du contenu de ces deux parties
ci-dessous.
Tout au long du document, les re´fe´rences entre crochets nume´rote´es sont mes propres
travaux, en gris pour les documents en lien avec la the`se, en couleur pour les travaux
poste´rieurs a` la the`se.
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Aperc¸u du contenu du me´moire
Dans la premie`re partie, je pre´sente les aspects applicatifs de mon travail. Cette par-
tie comprend peu de the´ore`mes, mais beaucoup de de´veloppements nume´riques et algo-
rithmiques pour des proble`mes concrets. Mes directions de recherche applique´es sont les
suivantes :
Glaciologie. Quelques anne´es apre`s mon arrive´e a` Grenoble, j’ai eu la chance de
rencontrer les glaciologues de l’e´quipe EDGe 1 du LGGE (Laboratoire de Glaciologie et
Ge´ophysique de l’Environnement, Grenoble), en particulier Catherine Ritz, Olivier Ga-
gliardini, Fabien Gillet-Chaulet et Gae¨l Durand. Ainsi une fructueuse collaboration s’est
mise en place, autour de plusieurs questions glaciologiques actuelles. Par exemple, une
question (tre`s a` la mode en ce moment en raison du proble`me grandissant du changement
climatique) est celle de la contribution de l’Antarctique et du Groenland au changement
de niveau des mers. Cette question est un proble`me d’assimilation de donne´es typique :
comment initialiser les mode`les (en vue de faire des pre´visions) graˆce aux observations
disponibles ? D’autres proble`mes existent e´galement, avec des e´chelles de temps (20 ans ou
20 000 ans) et d’espace (un glacier ou tout l’Antarctique) tre`s varie´es. Ces diffe´rentes ques-
tions ont mene´ au co-encadrement de la the`se de Bertrand Bonan (avec Catherine Ritz)
et a` l’encadrement de plusieurs stagiaires de licence et master. Ces diffe´rents travaux sont
re´sume´s au paragraphe §1.2.
Assimilation de donne´es lagrangiennes. Cette the´matique est dans la droite ligne
de ma the`se, ou` j’ai e´tudie´ l’assimilation de positions de flotteurs de´rivants dans l’oce´an.
Pendant ma the`se j’ai e´tudie´ la faisabilite´ du proble`me d’assimilation, avec un mode`le
d’oce´an certes re´aliste mais dans une configuration tre`s ide´alise´e. En vue de transmettre
la me´thode aux mode`les ope´rationnels, nous avons souhaite´ la ge´ne´raliser a` un mode`le plus
re´aliste, le code NEMO. A mon arrive´e a` Grenoble, Arthur Vidard (INRIA MOISE) et
moi avons donc encadre´ le post-doc de Claire Chauvin. Son travail consistait a` mettre en
place l’assimilation lagrangienne de manie`re plus ge´ne´rale, dans le code d’oce´an NEMO,
dans une configuration plus proche de l’oce´anographie ope´rationnelle. Ce travail est re´sume´
dans le paragraphe §1.3.
Assimilation de se´quences d’images. Cette the´matique existait de´ja` dans l’e´quipe
MOISE lorsque je suis arrive´e, autour du groupe de Franc¸ois-Xavier Le Dimet et Ar-
thur Vidard (avec Innocent Souopgui en the`se et Olivier Titaud en post-doc). Vu le lien
e´troit entre les donne´es lagrangiennes et les se´quences d’images, je m’y suis inte´resse´e
tout naturellement. En effet, une se´quence d’image, vue a` l’œil nu, ressemble tre`s for-
tement a` une collection de traceurs lagrangiens qui se de´placent avec le flot. Certaines
me´thodes ope´rationnelles d’assimilation des images reposent d’ailleurs sur le suivi lagran-
gien de certaines structures. Contrairement a` ces me´thodes, nous cherchons a` mettre en
place l’assimilation directe des images, sans recourir a` l’usage de pseudo-observations.
Nous avons en particulier explore´ diffe´rents ope´rateurs d’observation, certains base´s sur
une de´composition multi-e´chelle de l’image (ondelettes, curvelettes), d’autres sur les gra-
dients. Nous encadrons avec Arthur Vidard la the`se de Vincent Chabot sur ce sujet, et
une nouvelle the`se commencera bientoˆt. Ces travaux sont re´sume´s au paragraphe §1.4.
1. EDGe : Dynamique de l’Ecoulement et physique de la De´formation du mate´riau Glace
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Dans la deuxie`me partie, je pre´sente les aspects me´thodologiques et the´oriques de mon
travail. L’ide´e cette fois est de se pencher sur des questions plus the´oriques, et de les e´tudier
avec des mode`les plus simples (Burgers, transport, Venturi, ondes, ...).
Analyse de sensibilite´ et re´duction de dimension. Lorsque Cle´mentine Prieur est
arrive´e dans l’e´quipe MOISE en 2008, nous avons souhaite´ mettre en place une collabo-
ration sur des sujets meˆlant a` la fois des inte´reˆts de´terministes et stochastiques. Une telle
question pour moi e´tait la suivante : e´tant donne´ un mode`le, avec de nombreux parame`tres
d’entre´e inconnus (mode`le de glace ou d’oce´an par exemple), et un certain nombre d’ob-
servations disponibles, comment choisir les parame`tres a` identifier ? En effet, l’approche
conservative consisterait a` chercher a` identifier tous les parame`tres inconnus, mais au prix
d’un gros effort de calcul. Il est parfois plus inte´ressant de cibler le controˆle d’un petit
nombre de parame`tres bien choisis, car tre`s influents. Cette question est typiquement un
proble`me d’analyse de sensibilite´ : trouver les parame`tres d’entre´e d’un mode`le qui ont le
plus d’influence sur l’incertitude de la sortie. L’analyse de sensibilite´ globale, et plus par-
ticulie`rement les indices de Sobol, sont une manie`re de re´pondre a` cette question. La seule
difficulte´ est que les me´thodes nume´riques de calcul de ces indices impliquent en ge´ne´ral
la me´thode de Monte-Carlo et ne´cessitent donc un tre`s grand nombre d’appels au mode`le.
Ceci est bien suˆr inenvisageable en pratique, d’ou` notre deuxie`me piste de recherche : la
re´duction de dimension. L’ide´e est de remplacer le mode`le par un me´ta-mode`le approche´
mais plus rapide. Les questions qui nous ont guide´es dans ce travail ont e´te´ les suivantes :
comment re´duire efficacement un mode`le ? Comment quantifier l’erreur commise sur les
indices de Sobol lorsque l’on remplace le mode`le par le me´tamode`le ? Ces questions ont
motive´ la the`se d’Alexandre Janon, co-encadre´e avec Cle´mentine Prieur, et les re´sultats
obtenus sont pre´sente´s aux paragraphes §2.1 (re´duction de dimension) et §2.2 (analyse de
sensibilite´ avec mode`les re´duits).
Back and Forth Nudging (BFN). Lorsque j’e´tais en the`se a` Nice, Didier Auroux et
Jacques Blum ont de´veloppe´ ensemble un nouvel algorithme d’assimilation de donne´es :
le Back and Forth Nudging. Le nudging direct consiste a` ajouter un terme de rappel aux
observations dans les e´quations du mode`le d’e´volution. C’est une me´thode d’assimilation
ancienne et tre`s simple a` imple´menter, qui donne de bons re´sultats quand la quantite´
d’observations est suffisante. Le nudging re´trograde fait la meˆme chose, mais sur l’e´quation
du mode`le re´trograde, i.e. en changeant le sens du temps. Le BFN consiste a` ite´rer des
e´tapes de nudging direct et re´trograde. Comme beaucoup de gens a` l’e´poque, j’e´tais a` la
fois impressionne´e par les re´sultats positifs obtenus et atte´re´e par l’ide´e de changer le sens
du temps dans les mode`les (qui comportent pour la plupart des termes de diffusion). Avec
Didier Auroux et Jacques Blum, nous avons donc e´tudie´ plus en de´tail le BFN et propose´
des ame´liorations. Ces re´sultats sont pre´sente´s au paragraphe §2.3.
Me´thode HUM nume´rique. Peu apre`s mon de´part de Nice, Gilles Lebeau (Nice)
m’a propose´ de collaborer sur une question de controˆle pour l’e´quation des ondes. Pour ce
proble`me bien connu, la me´thode HUM donne une condition ne´cessaire et suffisante a` la
controˆlabilite´ de l’e´quation et donne une expression de l’ope´rateur de controˆle. Gilles Le-
beau avait prouve´ au pre´alable des re´sultats the´oriques sur les proprie´te´s de cet ope´rateur,
et il souhaitait observer nume´riquement ces proprie´te´s. Nous avons donc fait un travail
expe´rimental, consistant a` imple´menter une me´thode de Galerkin robuste pour re´soudre
le proble`me de controˆle, et a` l’utiliser pour mettre en e´vidence les re´sultats the´oriques
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prouve´s, ainsi qu’e´mettre de nouvelles conjectures sur le proble`me. Ce travail, pre´sente´ au
paragraphe §2.4, est bien suˆr plus e´loigne´ de l’assimilation de donne´es en pratique, mais il
est ne´anmoins connexe, au sens ou` il m’a permis de mieux comprendre certaines difficulte´s
rencontre´es en assimilation (non-controˆlabilite´, instabilite´s nume´riques dues aux ondes,
etc.).
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1.1 Me´thodes d’assimilation de donne´es
Dans ce paragraphe, on pre´sente les principales me´thodes d’assimilation de donne´es
qui seront utilise´es dans la suite du chapitre. Les documents cite´s sont re´fe´rence´s dans la
bibliographie du chapitre, a` la page 78.
1.1.1 Introduction
Qu’est-ce que l’assimilation de donne´es ?
L’assimilation de donne´es est la “science des compromis fructueux” : c’est l’ensemble
des me´thodes qui permettent de combiner de manie`re optimale (dans un sens a` de´finir) les
informations disponibles sur un syste`me : e´quations mathe´matiques (de´crivant le mode`le
physique) ; observations (mesures physiques de la re´alite´) ; statistiques d’erreurs (erreurs
d’observation, du mode`le...). Ces informations sont souvent he´te´roge`nes en nature, en
quantite´ et en qualite´.
L’assimilation de donne´es a e´te´ introduite pour le proble`me d’estimation de la condi-
tion initiale en me´te´orologie. Actuellement, ses domaines d’application sont tre`s nombreux
(me´te´orologie toujours, mais aussi oce´anographie, sismique et prospection pe´trolie`re, fu-
sion nucle´aire, me´decine, glaciologie, agronomie, baˆtiment, etc.). De la meˆme fac¸on, on
ne se contente plus d’estimer la condition initiale d’un syste`me, mais on recherche aussi
de nombreux autres parame`tres (conditions aux limites, forc¸ages, parame`tres nume´riques,
parame`tres des lois physiques, forme et domaine, etc.).
Dans tous les cas, l’ide´e est de re´soudre un proble`me inverse pose´ sur un syste`me
physique dont une partie des parame`tres d’entre´e sont inconnus et dont les sorties sont
(partiellement, indirectement) observe´es. Ce type de proble`me inverse pre´sente en ge´ne´ral
les caracte´ristiques suivantes : les syste`mes conside´re´s sont complexes ; les observations sont
parfois indirectes, partielles (en espace et/ou en temps), entache´es d’erreurs ; le proble`me
est souvent mal pose´ (par exemple : pas assez d’observations ou observations contradic-
toires).
Le BLUE
Il existe essentiellement deux grandes classes d’assimilation de donne´es. L’une est base´e
sur l’estimation statistique optimale, et est le fondement des me´thodes de filtrage de Kal-
man. L’autre est base´e sur la the´orie du controˆle optimal, et donne les me´thodes variation-
nelles. Sous certaines hypothe`ses restrictives ces deux me´thodes sont e´quivalentes, comme
on va le voir ici brie`vement.
On conside`re le proble`me inverse suivant : estimer xt ∈ Rn connaissant des observations
yo ∈ Rm, telles que
yo =Hxt + ǫo
ou` H est l’ope´rateur d’observation (line´aire) et ǫo est le vecteur d’erreurs d’observations,
suppose´es sans biais (ie d’espe´rance nulle E(ǫo) = 0), de matrice de covariances connue
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R = E(ǫoǫoT ). On suppose aussi qu’on dispose d’une e´bauche xb :
xb = xt + ǫb
ou` l’erreur d’e´bauche est suppose´e sans biais, de matrice de covariance connue P b =
E(ǫbǫb
T
) et de´corre´le´e des erreurs d’observations. On cherche alors le BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator), estimateur line´aire sans biais de variance minimum, ie on cherche
xa tel que l’estimation soit :
– line´aire : xa = Lyo ;
– sans biais : E(xa − x) = 0, autrement dit LH = I ;
– de variance Tr(P a) minimale.
ou` P a est la matrice des erreurs d’analyse ǫa = xa − xt. La solution a` ce proble`me est
donne´e par la formule
xa = xb +K(yo −Hxb)
ou` K est la matrice de gain de Kalman :
K = (P b
−1
+HTR−1H)−1HTR−1 = P bHT (R+HP bHT )−1
Dans ce cas, l’erreur d’analyse a pour matrice de covariance
P a = (I −KH)P b
On obtient la meˆme estimation si on cherche le minimiseur xˆ de la fonction couˆt suivante :
J(x) = 12(x− xb)TP b
−1
(x− xb) + 12(Hx− yo)TR−1(Hx− yo)
= 12‖x− xb‖2P b−1 +
1
2‖Hx− yo‖2R−1
= Jb(x) + Jo(x)
Les me´thodes de filtrage consistent alors a` calculer directement la matrice de gain de
Kalman, tandis que les me´thodes variationnelles consistent a` re´soudre ce dernier proble`me
de minimisation, graˆce a` des outils d’optimisation. On donnera plus de de´tails sur tout
ceci dans les paragraphes qui suivent.
1.1.2 Pre´sentation des me´thodes variationnelles
Les me´thodes varationnelles re´solvent le proble`me inverse en minimisant directement la
fonction couˆt, en ge´ne´ral par une me´thode de descente de gradient. Le calcul du gradient
est fait par la me´thode adjointe, qui vient de la the´orie du controˆle optimal des EDP
(Lions, 1968). On rappelle brie`vement ci-dessous de quoi il s’agit.
Me´thode adjointe
La me´thode adjointe (Lions, 1968) a e´te´ introduite pour le proble`me du controˆle de
la condition initiale en me´te´orologie (Le Dimet, 1982; Le Dimet and Talagrand, 1986).
On rappelle formellement de quoi il s’agit ci-dessous. La fonction inconnue est l’e´tat du
syste`me (tempe´rature, pression, vents, humidite´) a` l’instant initial, note´ U . Le vecteur
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=M(X), dans Ω× [0, T ]
X(t = 0) = U
ou` l’on a explicite´ uniquement la de´rive´e en temps. Les ope´rateurs diffe´rentiels en espace
sur le domaine Ω ainsi que les conditions aux limites sont contenus dans M . On suppose
e´galement que l’on dispose d’observations de l’e´tat X(t) :
Y o = HX + ǫo
ou` Y o vit sur un espace Ωo que l’on munit (pour simplifier l’e´criture) de la norme et du
produit scalaire L2. On cherche donc a` minimiser la fonction couˆt suivante, qui mesure






‖HX − Y o‖2 dt
La minimisation de J requiert son gradient. On commence par exprimer la de´rive´e de J
en U dans la direction u :
Jˆ [U ](u) = lim
α→0





(Xˆ,HT (HX − Y )) dt
ou` Xˆ est la de´rive´e directionnelle de X en U dans la direction u













Xˆ(t = 0) = u








P = HT (HX − Y )
P (t = T ) = 0
qui permet d’exprimer facilement le gradient de J :














= −(u, P (0)) = (∇JU , u) ⇒ ∇JU = −P (0)
Cette me´thode tout a` fait ge´ne´rique peut s’appliquer e´galement dans d’autres cas : mode`le
discret en temps comme en espace, avec d’autres controˆles que la condition initiale, en
tenant compte des covariances d’erreurs, etc.
Principaux algorithmes variationnels
En assimilation variationnelle, la matrice de covariance d’erreur d’e´bauche est classi-
quement note´e B plutoˆt que P b, on utilisera donc cette notation dans ce paragraphe.
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4D-Var. L’algorithme de re´fe´rence est le 4D-Var. Sa formulation classique est celle
du controˆle de la condition initiale x, connaissant des observations distribue´es en temps
yoi , comme dans le proble`me de controˆle optimal de´crit pre´ce´demment. La fonction couˆt











‖Hixi − yoi ‖2R−1i
Le premier terme est le terme d’e´bauche, il joue un double roˆle. D’abord il contient les
informations a priori dont on dispose sur le syste`me, a` savoir une e´bauche xb de l’es-
timation recherche´e et les statistiques de covariance d’erreur via la matrice B. Ensuite
mathe´matiquement il joue un roˆle re´gularisant, car en ge´ne´ral le proble`me de minimiser
seul l’e´cart aux observations est mal pose´ (non-unicite´, pas de continuite´ par rapport aux
donne´es).
Le deuxie`me terme, qui contient l’e´cart aux donne´es, est appele´ le terme d’observation. La
somme se fait sur les indices i qui repre´sentent divers instants d’observations, auxquels sont
associe´s un vecteur d’observations yoi , ainsi qu’un certaine connaissance des statistiques
d’erreurs d’observations, via les matrices Ri. L’ope´rateur line´aire Hi fait le lien entre la
variable d’e´tat du mode`le xi a` l’instant i et le vecteur d’observations y
o
i . On est donc ici
en train de chercher la condition initiale d’un mode`le, connaissant des observations dis-
tribue´es sur une feneˆtre temporelle donne´e. L’e´tat du syste`me aux instants d’observation,
xi, est lie´ a` la condition initiale x par le mode`le (line´aire) d’e´volution en temps :
xi =M0→ix =Mi−1→iMi−2→1...M1→2M0→1x =MiMi−1...M2M1x
ou` on a note´ pour simplifier Mk = Mk−1→k une e´tape en temps du mode`le envoyant
xk−1 sur xk. On peut ainsi re´e´crire la fonction couˆt en explicitant la de´pendance en x (on












On peut alors exprimer le gradient de J :
∇J(x) = B−1(x− xb)−
N∑
i=1










i −HiMiMi−1 . . .M1x)
que l’on re´e´crit traditionnellement en utilisant les vecteurs innovations di :
di = y
o
i −HiMiMi−1 . . .M1x
de la manie`re suivante :


















Cette factorisation montre que l’on peut calculer le gradient de J avec une inte´gration du
mode`le direct (pour les vecteurs di) et une inte´gration du mode`le adjoint.
Ceci est a` la base de l’agorithme du 4D-Var qui proce`de ainsi, a` partir d’un point de de´part
pour x : calculer J et ∇J , faire une e´tape d’une me´thode de descente pour minimiser J ,
mettre a` jour x et recommencer.
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3D-Var et 3D-FGAT. Lorsque le mode`le ne de´pend pas du temps, l’algorithme du











, avec ∇J(x) = B−1(x− xb)−HTR−1d
avec d = yo −Hx. Cet algorithme est e´galement utilise´ avec des mode`les d’e´volution, en













Comme il est peu satisfaisant de comparer une observation au temps i avec l’e´tat du mode`le
au temps initial, il existe une variante appele´e le 3D-FGAT (first guess at appropriate
time), qui s’e´crit ainsi :
1. Calcul des vecteurs innovations graˆce au mode`le direct :
di = y
o
i −HiMiMi−1 . . .M1x















(notez qu’on retrouve alors la fonction couˆt du 4D-Var)
3. Calcul de ∇J graˆce a` l’adjoint HT de l’ope´rateur d’observation :






Le 3D-FGAT est donc une variante du 4D-Var, dans lequel on remplace les ope´rateurs
adjoints MTi par l’identite´. Ceci simplifie grandement la mise en pratique puisqu’alors
seul l’adjoint de l’ope´rateur d’observation est requis.
1.1.3 Algorithmes variationnels en pratique
La mise en œuvre pratique des me´thodes variationnelles requiert de nombreux ingre´-
dients, qui font actuellement tous l’objet de recherches actives. On va passer rapidement
en revue les principaux.
Imple´mentation effective du mode`le adjoint
L’obtention du mode`le adjoint, en vue d’obtenir le gradient, peut se faire de deux
fac¸ons. La premie`re me´thode, que j’appellerai adjoint continu consiste a` e´crire les e´quations
adjointes continues (comme on l’a fait ci-dessus) et ensuite a` les discre´tiser. La deuxie`me
fac¸on de faire, que j’appellerai adjoint discret, consiste a` e´crire d’abord le mode`le direct
discret et a` calculer ensuite l’adjoint du code discret.
Ces deux me´thodes ne sont pas e´quivalentes, notamment lorsque les sche´mas nume´riques
utilise´s ne sont pas syme´triques. Ainsi, l’adjoint continu ne sera pas exactement l’ope´rateur
adjoint du mode`le direct, alors que l’adjoint discret lui le sera bien. La “bonne” manie`re
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de proce´der est donc celle de l’adjoint discret, qui donne bien le gradient de la fonction
couˆt discre`te.
Cependant, le calcul et l’imple´mentation de l’adjoint discret sont complexes et fastidieux,
et il peut arriver que par commodite´ on choisisse l’adjoint continu, au prix d’un gradient
approche´.
Il existe ne´anmoins des outils qui permettent d’automatiser l’e´criture du code adjoint,
dits outils de diffe´rentiation automatique, comme le logiciel Tapenade (2002); Hascoet and
Pascual (2013). Ces outils sont puissants, en perpe´tuelle e´volution, et peuvent de´sormais
de´river de gros codes de calcul en fortran. Il faut mentionner cependant que ces outils ne
s’utilisent pas comple`tement en boˆıte noire et ne´cessitent pas mal de travail de pre´paration
du code direct. On se re´fe`rera a` Giering and Kaminski (1998); Griewank and Walther
(2008) pour des de´tails sur la diffe´rentiation automatique de codes.
Non-line´arite´s
Les algorithmes classiques sont e´crits pour des mode`les et des ope´rateurs d’observa-
tion line´aires, mais en pratique les ope´rateurs sont rarement line´aires. Pour distinguer du
cas quadratique on utilise les notations J pour la fonction couˆt et Mi et Hi pour les
ope´rateurs mode`le et d’observation non line´aires. Dans ce cas les hypothe`ses du BLUE
ne sont plus satsifaites, on perd donc l’optimalite´ des algorithmes et l’e´quivalence varia-
tionnelle/filtrage. On peut ne´anmoins continuer a` utiliser les algorithmes pre´cedents, la
fonction couˆt s’e´crivant :










En pratique on utilise deux types d’algorithmes pour minimiser J :
1. soit on minimise directement la fonctionnelle non quadratique, avec des me´thodes
de type Quasi-Newton, en utilisant le gradient
∇J (x) = B−1(x− xb)−
N∑
i=1










i −HiMiMi−1 . . .M1x)
ou` les ope´rateurs adjoints sont les transpose´s des ope´rateurs line´arise´s (commune´ment
appele´s ope´rateurs tangents dans la litte´rature d’assimilation) ;
2. soit on utilise des algorithmes dits incre´mentaux qui consistent a` supposer x proche
d’une re´fe´rence xr, x = xr + δx, et a` line´ariser pour obtenir une fonctionnelle














ou` di = y
o
i −HiMiMi−1 . . .M1xr et les ope´rateursH etM sont les line´arise´s de H
etM autour de la trajectoire de re´fe´rence xr. On proce`de alors de manie`re ite´rative :
minimisation de Jquad, le minimiseur devient la nouvelle re´fe´rence xr, line´arisation
de H et M autour de xr, nouvelle fonction quadratique, etc.
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Optimisation nume´rique
Une fois que le mode`le discret et son gradient (graˆce a` l’adjoint) sont disponibles,
on proce`de a` la minimisation ite´rative de la fonction couˆt graˆce a` des algorithmes de
minimisation nume´rique. Le livre de Nocedal and Wright (1999) pre´sente les me´thodes
actuelles, c’est notre re´fe´rence pour ce paragraphe, mais il existe de tre`s nombreux pa-
piers de recherche sur le sujet. Les me´thodes qui sont utilise´es en assimilation de donne´es
(me´te´o, oce´ano et glacio) sont des variantes de la me´thode de Newton, essentiellement les
me´thodes de Quasi-Newton et de Gauss-Newton. La me´thode de Quasi-Newton consiste a`
remplacer l’ope´rateur hessien qui intervient dans la formule de Newton par une approxi-
mation (me´thode BFGS, de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). En grande dimension
on se contente meˆme d’une approximation de rang re´duit (me´thode L-BFGS, autrement
dit BFGS a` me´moire limite´e). La me´thode de Gauss-Newton est l’algorithme incre´mental
pre´sente´ juste au-dessus, qui consiste a` line´ariser les ope´rateurs non line´aires Hi et Mi,
a` minimiser la fonctionnelle quadratique obtenue, puis a` remettre a` jour la trajectoire de
re´fe´rence et a` nouveau line´ariser, et a` ite´rer le processus jusqu’a` convergence. Sous cer-
taines conditions (que l’on maˆıtrise rarement en pratique) l’algorithme converge vers un
minimum de la fonction J .
Matrices de covariance
Les matrices de covariance d’erreurs d’e´bauche B et d’observation R sont ne´cessaires
pour pouvoir mettre les algorithmes en pratique. Comme les dimensions de ces matrices
sont tre`s grandes, elles ne sont jamais stocke´es ni de´finies sous forme matricielle, on
imple´mente en ge´ne´ral l’ope´rateur qui effectue le produit de ces matrices par un vecteur.
Leur roˆle est tre`s important bien suˆr, comme on peut le voir sur la formule du BLUE :
xa = xb +BHT (R+HBHT )−1(yo −Hxb)
L’incre´ment d’analyse xa − xb est dans l’image de la matrice B ! La mode´lisation de ces
matrices est de´licate et fait l’objet de recherches actives, qui sont plus abouties pour la
matriceB que pour la matriceR (souvent choisie diagonale). On cite brie`vement ci-dessous
diverses fac¸ons de faire.
On rappelle que si ǫb repre´sente l’erreur d’e´bauche (avec E(ǫb) = 0), alors B =
E(ǫbǫb
T




j) ses coefficients, on peut e´crire classiquement
B = ΣCΣ
ou` Σ est la matrice diagonale des e´carts-types
√






La matrice des e´carts-types Σ peut eˆtre estime´e par des statistiques sur des e´tats du
mode`le, elle n’a que n coefficients (alors que B en a n2), ou` n est la dimension du vecteur
d’e´tat. Une premie`re me´thode na¨ıve consiste a` dire que les fonctions de corre´lation sont
des gaussiennes de´pendant de la distance entre deux points :
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ou` c1 et c2 sont des coefficients de normalisation et di,j repre´sente la disctance entre le point
repe´re´ par l’indice i dans la grille et celui repe´re´ par l’indice j, de sorte que l’influence du
point i sur le point j de´croit avec la distance entre ces points. La me´thode de l’ope´rateur
de diffusion (Weaver and Courtier, 2001) ame´liore cette ide´e, en de´formant les gaussiennes
pour suivre les frontie`res du domaine, ou le flot. Ceci est re´alise´ graˆce a` un ope´rateur de
diffusion (dont les solutions sont justement des gaussiennes de´forme´es).
Le proble`me de la me´thode pre´ce´dente est qu’elle produit des corre´lations spatiales
entre deux points de grille diffe´rents pour une meˆme variable physique (tempe´rature,
vitesses, etc.), mais pas de corre´lations entre deux variables physiques diffe´rentes.
D’autres me´thodes permettent de produire de matrices B multivarie´es (c’est-a`-dire avec
des corre´lations non nulles entre variables physiques distinctes) : me´thode de re´duction de
dimension, me´thode de Monte-Carlo (appele´e me´thode d’ensemble en assimilation).
La me´thode de re´duction de dimension consiste a` se donner une se´rie temporelle d’e´tats
du mode`le ξk suffisamment riche, et a` former la matrice X qui contient en colonnes les
ξk moins leur moyenne. On effectue ensuite une de´composition en valeurs singulie`res (ou
analyse en composante principales) de la matrice XXT :
XXT =NΛNT
ou` N est la matrice des vecteurs propres et Λ la matrice diagonale des valeurs propres
(classe´es par ordre de´croissant). L’ide´e pour approcher B est de ne conserver que la partie
correspondant aux r premie`res composantes (appele´es aussi EOF pour Empirical Ortho-




ou` Nr est une matrice comportant r colonnes qui sont les r premie`res EOF, et Λr est
une matrice diagonale de taille r par r contenant les r plus grandes valeurs propres. En
ge´ne´ral, r < 100, donc une telle formulation de B est stockable en me´moire et manipulable
aise´ment.
Une autre fac¸on de produire une matrice B multivarie´e est d’utiliser une me´thode
d’ensemble (Monte-Carlo). Si on dispose d’un ensemble de p e´tats possibles x1, . . . ,xp du







xj − x) (xj − x)T
ou` x est la moyenne des xj . Comme pre´ce´demment, on est ramene´ a` des calculs moins
couˆteux. Tout le proble`me est alors de calculer judicieusement les vecteurs xj de l’ensemble.
On se reportera aux me´thodes de filtre d’ensemble pour voir comment calculer ce e´le´ments.
En ge´ne´ral, p est de l’ordre de 80 a` 100, de sorte que B est e´le´mentaire a` calculer. Comme
avec la me´thode re´duite, la matrice B obtenue est naturellement multivarie´e.
1.1.4 Me´thodes se´quentielles : le filtre de Kalman
Le filtre de Kalman e´tend, comme le 4D-Var, l’analyse BLUE aux proble`mes de´pendant
du temps. Les notations sont les meˆmes que pre´ce´demment, a` ceci pre`s que le filtre de
Kalman inclut naturellement la prise en compte de l’erreur du mode`le :
xk+1 =Mk+1xk + ηk
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ou` ηk est un bruit non biaise´, de´corre´le´ dans le temps, de matrice de covariance Qk. Notez
que le 4D-Var permet aussi la prise en compte de l’erreur mode`le, comme par exemple
dans Vidard et al. (2000, 2004); Freitag et al. (2012), mais la mise en œuvre est moins
naturelle que pour le filtre de Kalman. Comme pour le 4D-Var et le BLUE, on dispose
e´galement d’observations a` chaque instant tk :
yok =Hkxk + ǫ
o
k
On suppose e´galement que les erreurs d’observation et de mode`le sont de´corre´le´es, soit
E(ǫokη
T
l ) = 0 pour tous temps tk, tl. Comme pour le 4D-Var, le filtre de Kalman suppose
que les ope´rateurs M et H sont tous line´aires.
Algorithme
Le filtre de Kalman se de´compose en une succession de deux e´tapes : l’analyse et
la pre´vision. L’e´tape d’analyse au temps tk est une simple application du BLUE : a` cet
instant, on dispose d’une e´bauche (qui est la pre´vision pre´ce´dente), que l’on note xfk
(exposant f pour forecast), de matrice de covariance P fk suppose´e connue. On dispose





k −Hkxfk), Kk = P fkHTk (Rk +HkP fkHTk )−1
et l’erreur d’analyse a pour matrice de covariance P ak donne´e e´galement selon la formule
du BLUE :
P ak = (I −KkHk)P fk
La deuxie`me e´tape du filtre de Kalman consiste a` propager cette analyse jusqu’au prochain













Sous les hypothe`ses du filtre de Kalman sur les erreurs et la line´arite´ des ope´rateurs, le
4D-Var et le filtre de Kalman sont e´quivalents. Plus pre´cise´ment, en l’absence d’erreur de
mode`le, sur une meˆme feneˆtre temporelle [t0, tN ] avec les meˆmes observations et la meˆme
e´bauche (ie xb = xf0), l’analyse de Kalman au temps final x
a
N co¨ıncide avec le minimum
de la fonction couˆt du 4D-Var (propage´ jusqu’au temps tN par le mode`le).
Non-line´arite´s
Comme pour le 4D-Var, en pre´sence de non-line´arite´s on peut e´tendre l’algorithme, au
prix d’une perte d’optimalite´. On perd e´galement l’e´quivalence variationnelle. Le filtre de
Kalman e´tendu est une adaptation du filtre de base avec les ope´rateurs non line´aires Mk





k −Hkxfk), Kk = P fkHTk (Rk +HkP fkHTk )−1, P ak = (I −KkHk)P fk
et la phase de pre´vision devient
x
f
k+1 =Mk+1xak, P fk+1 =Mk+1P ak+1MTk+1 +Qk
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1.1.5 Me´thodes de filtrage d’ensemble
Le filtre de Kalman, meˆme dans sa version e´tendue, est rarement utilisable tel quel en
ge´osciences, car les dimensions des matrices mises en jeu sont bien trop grandes. Rappelons
en effet que si la dimension de l’espace d’e´tat est n alors les matrices P etK sont de tailles
n × n. Dans les applications re´alistes (me´te´o, oce´ano), n peut eˆtre de l’ordre du million,
de sorte que ces matrices ne sont pas stockables en pratique. Une me´thode empirique
a e´te´ propose´e pour pallier ce proble`me par Evensen (1994); Burgers et al. (1998) : le
filtre de Kalman d’Ensemble. Les justifications the´oriques sont encore balbutiantes, on
pourra se re´fe´rer aux travaux de Bocquet (2011) pour une interpre´tation mathe´matique
solide. Ne´anmoins, ce filtre donne d’assez bon re´sultats en pratique et il est assez facile a`
imple´menter, il est donc tre`s largement utilise´, et il en existe de tre`s nombreuses variantes.
Algorithme du filtre de Kalman d’ensemble
L’ide´e est de remplacer le vecteur d’e´tat et sa matrice de covariance par un ensemble
de vecteurs x
(i)
k , i = 1, . . . , Ne, dont les premiers moments fournissent une estimation du















k − xk)(x(i)k − xk)T






























Pour l’analyse, on commence par cre´er un jeu d’observations pour chaque e´le´ment de
l’ensemble :
yok
(i) = yok + ǫ
o
k
(i), i = 1, .., Ne

































Le vecteur analyse´ proprement dit et sa matrice de covariance d’erreur sont alors donne´s













(i) − xak)(xak(i) − xak)T
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Inflation et localisation
Le filtre de Kalman d’ensemble est bien connu pour eˆtre sensible aux erreurs d’e´chan-
tillonnage, due a` la taille re´duite de l’ensemble. En effet, en pratique Ne < 100 alors que
n = 104 a` 106. Cela conduit a` deux de´fauts identifie´s, pour lesquels deux types de reme`des
ont e´te´ propose´s.
1. La sous-estimation des variances. Pour y reme´dier, on proce`de en ge´ne´ral a` une
inflation artificielle de l’ensemble (Pham et al., 1996; Anderson and Anderson, 1999).












, avec ρ > 1
D’autres fac¸ons d’appliquer une inflation existent, notamment aux niveaux des ob-
servations. Ce proble`me est due a` la formulation du filtre en elle-meˆme, car Bocquet
(2011) a montre´ qu’une autre formulation tenant compte de la taille finie du filtre
(EnKF-N) permet de supprimer le recours a` l’inflation (en fait, cette formulation de
taille finie introduit naturellement l’inflation optimale requise).
2. L’apparition de corre´lations longue-distance artificielles. Ce proble`me est re´solu par
un outil appele´ localisation (Hamill et al., 2001; Houtekamer and Mitchell, 2001; Ott
et al., 2004). La` aussi il en existe de tre`s nombreuses formulations, l’ide´e ge´ne´rale
e´tant de supprimer les corre´lations entre des points de grille trop e´loigne´s, par
exemple en convolant les matrices de covariances avec des fonctions localisantes.
Ensemble Transform Kalman filter (ETKF)
L’ETKF a e´te´ introduit par Bishop et al. (2001), il s’agit d’une re´e´criture particulie`re de
la phase d’analyse du filtre de Kalman d’ensemble en utilisant un changement de variable
(d’ou` le term transform), similaire a` celle de´veloppe´e par Pham (1996); Pham et al. (1998);
Pham (2001) pour le filtre SEIK. On de´crit ici la version du filtre donne´e par Hunt et al.
(2007). On commence par introduire la matrice Xf des perturbations de l’ensemble des
pre´visions xf : les colonnes de Xf sont les perturbations [xf
(1) − xf , . . . ,xf (Ne) − xf ].
Ensuite, on va chercher la matrice P a comme une transformation par la formule :
P a =Xf P˜ aXf
T
















et on de´finit yf la moyenne de cet ensemble et Y f la matrice des perturbations associe´es.
La phase d’analyse consiste alors a` minimiser la fonction couˆt suivante :




‖yo − yf − Y fw‖2
R−1
, w ∈ RNe
On a une formule explicite pour le minimiseur :
wa = P˜ aY f
T




R−1Y f + (Ne − 1)I
)−1
Mae¨lle Nodet Proble`mes inverses pour l’environnement
1.1 Me´thodes d’assimilation de donne´es 24
Et on a ensuite les vecteurs analyse´s graˆce a` leur moyenne et leur matrice de perturbations :
xa = xf +Xfwa, Xa =Xf
(
(Ne − 1)P˜ a
) 1
2
Cette formulation admet e´galement une version avec inflation et localisation, on re´fe`re
a` Hunt et al. (2007) et a` Bonan (2013) pour les de´tails.
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1.2 Quelques proble`mes inverses en glaciologie
Dans ce paragraphe, on pre´sente les proble`mes de inverses e´tudie´s en collaboration
avec les glaciologues du LGGE. Pour commencer on explique les grandes lignes de la
mode´lisation en glaciologie, les principaux mode`les et les questions inverses que se posent
les glaciologues. Ensuite on re´sume les publications [5] [7] [17] [22] ainsi que les travaux
en cours.
1.2.1 Mode`les d’e´coulement de glace
Certains e´le´ments de cette partie sont issus de l’article de vulgarisation [26] paru
dans le nume´ro 100 de Matapli a` l’occasion de l’anne´e 2013 des “Mathe´matiques pour la
plane`te terre”. Pour plus de de´tails sur la mode´lisation des calottes, on renvoie a` la the`se
de B. Bonan (2013).
Processus mis en jeu dans les e´coulements de glace
La figure 1.1 pre´sente les diffe´rents processus physiques qui interviennent dans la dy-
namique de l’e´coulement de la glace, passons les en revue.
Figure 1.1 – Les diffe´rents processus physiques intervenant dans la dynamique des
e´coulement de glace, vus sur un profil en coupe de calotte polaire. Source : C. Ritz.
Ecoulement. La premie`re caracte´ristique de la glace est qu’il s’agit d’un fluide in-
compressible non-newtonien, qui flue (s’e´coule) sous son propre poids. Si on regarde en
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Figure 1.2 – Vitesses d’e´coulement de la glace en surface, d’apre`s Rignot et al. (2011).
acce´le´re´ des photos prises chaque jour d’un glacier de montagne, on verra comme une
rivie`re de glace qui coule 1. Mais contrairement a` ce qui se passe pour l’eau liquide, les
e´chelles de temps de l’e´coulement sont telles que les effets d’acce´leration sont ne´gligeables.
Le terme “non-newtonien” signifie que la viscosite´ de la glace de´pend non line´airement
de la dynamique, elle est donne´e par une loi de comportement viscoplastique appele´e la
loi de Glen, qui mode´lise la complexite´ du mate´riau et de sa capacite´ a` se de´former. La
glace est un mate´riau d’autant plus complexe que ses proprie´te´s physiques sont variables
a` l’inte´rieur d’une calotte. En effet, les conditions de tempe´rature et de pression ne sont
pas homoge`nes dans la glace, ce qui modifie ses proprie´te´s. De plus, la pression et les fu-
sions/regels successifs induisent aussi des modifications de la structure cristalline, et donc
des proprie´te´s physiques et me´caniques.
Bilan de masse. Le bilan de masse est la diffe´rence entre la glace qui s’accumule (par
les pre´cipitations, ou le regel de l’eau en surface, dans les crevasses, ou sous la glace) et
la glace qui disparaˆıt (par fusion en surface ou au sol, par veˆlage 2 d’icebergs, ou encore
transport par le vent). Estimer ce bilan est un proble`me tre`s complexe, qui de´pend de
nombreux phe´nome`nes exte´rieurs : les conditions me´te´orologiques et la tempe´rature de
surface influent sur la quantite´ de pre´cipitations neigeuses, sur la fonte, et sur le transport
par le vent ; le flux ge´othermique influe sur la fusion a` la base de la glace.
1. https://www.youtube.com/watch?v=HZaknW8m6tI
2. veˆlage : perte par un glacier de fragments, sous forme d’icebergs
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Conditions aux limites a` la base. A la base de la glace il peut se passer essentiellement
deux choses : soit la glace est tre`s froide et elle adhe`re au socle rocheux, soit elle glisse
sur le sol. Le glissement a lieu pour diverses raisons : lorsque la glace est tempe´re´e il y a
a` sa base un film d’eau qui permet le glissement sur la roche, elle peut aussi eˆtre pose´e
sur un se´diment gorge´ d’eau, ou sur des de´bris rocheux, il peut aussi exister un re´seau
hydrologique sous-glaciaire (cavite´s relie´es par des ruisseaux, lacs, rivie`res) sur lequel la
glace glisse, etc. En Antarctique et au Groenland, les zones de plus fort glissement sont
situe´es sur les coˆtes, dans des valle´es ressemblant a` des canyons ou a` des fjords. La figure
1.2 pre´sente la carte des vitesses d’e´coulement en surface, et met clairement en e´vidence
de nombreux et gigantesques fleuves de glace, qui s’e´coulent a` une vitesse supe´rieure a`
10 km/an (14 km/an pour le glacier Jakobshavn au Groenland, qui a produit re´cemment
des e´pisodes de veˆlage d’icebergs spectaculaires 3). Les calottes se prolongent parfois sur
la mer en de gigantesques plates-formes de glace flottantes, les ice-shelves.
Bestaire des re´troactions. Une re´troaction, ou feedback, a lieu lorsqu’une cause pro-
duit un effet qui agit en retour sur la cause du phe´nome`ne. L’instabilite´ des petites calottes
en est un exemple : lorsque l’altitude de la calotte devient trop basse, sa tempe´rature de sur-
face augmente, ce qui induit davantage de fonte, et donc une de´croissance supple´mentaire
d’altitude. Le phe´nome`ne peut ainsi s’amplifier et la calotte disparaˆıtre rapidement.
Mentionnons aussi le phe´nome`ne d’isostasie, ou encore rebond post-glaciaire, c’est-a`-
dire l’enfoncement du socle rocheux sous le poids de la glace. L’enfoncement est de l’ordre
du tiers, c’est-a`-dire qu’une e´paisseur de glace de 3000 m causera l’enfoncement du socle
a` 1000 m de profondeur, avec un temps de relaxation de l’ordre de 10,000 ans. Ceci induit
une re´troaction sur la calotte, puisque l’enfoncement induit une modification de l’altitude
de surface, donc de la tempe´rature de surface et du bilan de masse.
D’autres re´troactions impliquent l’oce´an : le niveau des mers joue un roˆle sur les ca-
lottes, par les conditions aux limites au bord late´ral (pousse´e d’Archime`de), et les calottes
influent sur le niveau des mers. La tempe´rature de l’oce´an aux abords et sous les plates-
formes flottantes joue e´galement un roˆle complexe, et la calotte elle-meˆme influe sur la
circulation oce´anique autour d’elle.
Notations
Les coordonne´es spatiales sont x, y pour l’horizontale, z pour la verticale ; l’axe Oz est
oriente´ vers le haut.
La table suivante pre´sente les variables ge´ome´triques :
Notation Description Unite´
S(x, y, t) altitude de la surface (m)
H(x, y, t) e´paisseur de la calotte (m)
B(x, y, t) altitude de l’extre´mite´ infe´rieure de la calotte (m)
Bsoc(x, y, t) altitude de la surface du socle rocheux (m)
Les altitudes se mesurent par rapport au niveau de la mer. Par convention, lorsqu’il n’y a
pas de glace, on a B = S = max(Bsoc, 0). L’e´paisseur de glace H est de´finie par H = S−B.
La figure 1.3 pre´sente une coupe d’une calotte.
3. http://www.youtube.com/watch?v=hC3VTgIPoGU
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Figure 1.3 – Ge´ome´trie d’une calotte polaire, avec plateforme flottante. Source http:
//www.solcomhouse.com/icecap.htm.
La table suivante pre´sente les variables de vitesse :
Notation Description Unite´
u(x, y, z, t) vitesse d’e´coulement de la glace : u = (ux, uy, uz) (m.an
−1)
U(x, y, t) vitesse horizontale moyenne´e sur l’e´paisseur : U = (Ux, Uy) (m.an
−1)
ub(x, y, t) vitesse de glissement de la base sur le socle : ub = (ub,x, ub,y) (m.an
−1)
us(x, y, t) vitesse de la glace en surface : us = (us,x, us,y) (m.an
−1)
La vitesse moyenne est de´finie par





u(x, y, z, t) dz
et les vitesses a` la base et en surface par
ub(x, y, t) = u(x, y,B(x, y, t), t), us(x, y, t) = u(x, y, S(x, y, t), t)
La table suivante pre´sente les tenseurs lie´s a` la dynamique et a` la loi visqueuse :
Notation Description Unite´
η(x, y, z, t) viscosite´ de la glace (Pa.an−1)
η(x, y, t) viscosite´ moyenne ou effective de la colonne de glace (Pa.an−1)
σ(x, y, z, t) tenseur des contrainte (Pa)
τ (x, y, z, t) de´viateur des contrainte (Pa)
ε˙(x, y, z, t) tenseur des taux de de´formation (an−1)
σ0 = p(x, y, z, t) premier invariant du tenseur des contrainte (Pa)
τ(x, y, z, t) scission efficace (Pa)
Les trois tenseurs sont des matrices, par exemple σ = (σij) avec i, j = x, y, z. Le de´viateur
des contraintes est donne´ par τ = σ + pI, ou` la pression p est donne´e par
p =
σxx + σyy + σzz
3
= σ0
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Enfin, la table qui suit pre´sente les divers forc¸ages, conditions aux limites, et parame`tres
physiques :
Notation Description Unite´
τb(x, y, t) contrainte basale : τb = (τb,x, τb,y) (Pa)
β(x, y, t) coefficient de glissement basal –
f˙(x, y, t) fusion basale (m.an−1)
b˙(x, y, t) bilan de masse en surface, soit accumulation - ablation (m.an−1)
Ts(x, y, t) tempe´rature a` la surface de la calotte
◦C
Fclim(t) forc¸age climatique de la tempe´rature en surface
◦C
n exposant de la loi de de´formation -
BAT,n coefficient de la loi de fluage (Pa−n.an−1)
g acce´le´ration de la pesanteur (vecteur : g = −gez) 9.81 m.s−2
ρi densite´ de la glace 910 kg.m
−3
ρw densite´ de l’eau de mer 1028 kg.m
−3
Mode`le d’e´coulement petite e´chelle : Full-Stokes
Le mode`le Full-Stokes est un mode`le d’e´coulement petite e´chelle, a` la fois en temps (au
mieux 100 a` 200 ans) et en espace (les tailles de mailles de discre´tisation sont “petites”,
infe´rieures ou de l’ordre du kilome`tre). En raison des petites e´chelles de temps, on ne´glige
le phe´nome`ne d’isostasie : le socle rocheux est suppose´ stationnaire, ainsi que la base de
la glace. Ce mode`le est ge´ne´ralement utilise´ pour e´tudier des bassins versants (un glacier
ou un fleuve de glace, comme dans [5]), mais il a e´galement e´te´ utilise´ re´cemment pour la
totalite´ du Groenland dans [7].
Les e´quations du mode`le Full Stokes sont celles d’une fluide visqueux non newtonien
incompressible, elles sont donne´es par les e´quations suivantes. On a d’abord l’e´quation
d’incompressibilite´ pour la conservation de la masse :
div u = 0 (1.1)
On a ensuite l’e´quilibre quasi-statique, autrement dit la loi de Newton dans laquelle on a
ne´glige´ les effets de l’acce´le´ration, compte tenu des e´chelles des diffe´rents termes :
div σ + ρig = 0 (1.2)
Et on a enfin la loi de comportement visqueuse de la glace (Duval, 1979; Lliboutry, 1993;




= BAT,nτn−1, avec n = 1 et/ou 3 (1.3)
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autrement dit
2ε˙ =
(BAT,1 + BAT,3τ2) τ (1.4)
On a ensuite des conditions aux limites. A la surface de la glace pour re´gir l’e´volution
de la surface libre on a :
∂tS + us,x∂xS + us,y∂yS + us,z = b˙ (1.5)
ainsi que
σ.n = 0 (1.6)
ou` n est le vecteur unite´ normal a` la surface. A la base de la glace, on a une condition de
type glissement :
t.(σ.n) + βu.t = 0, u.n = 0 (1.7)
ou` n et t sont les vecteurs unite´ normal et tangent au socle. Enfin on a des conditions sur
le bord late´ral, qui varient selon que le front se situe sous le niveau de la mer (suppose´ en
z = 0) ou pas :
nT .σ.n = min(ρwgz, 0), t
T .σ.n = 0 (1.8)
Mode`les d’e´coulement grande e´chelle : Shallow-Ice, Shallow-Shelf
Il arrive en glaciologie qu’on souhaite conside´rer de grandes e´chelles, soit en temps
(jusqu’a` des centaines de milliers d’anne´es pour les questions de pale´oclimatologie), soit
en espace (si on conside`re l’Antarctique, qui s’e´tend sur des milliers de kilome`tres). Dans
ce cas, le mode`le Full-Stokes est bien trop couˆteux pour eˆtre re´solu nume´riquement, on
proce`de donc a` des approximations de type couche-mince (shallow), comme le passage des
e´quations de Navier-Stokes a` celle de Shallow-Water pour les e´coulements en eaux peu
profondes. On proce`de donc a` une inte´gration sur la verticale, graˆce a` l’hypothe`se que
les e´chelles verticales sont tre`s infe´rieures aux e´chelles horizontales. Mathe´matiquement,
la justification de ces asymptotiques est un proble`me difficile qui n’a e´te´ que peu e´tudie´
(Schoof and Hindmarsh, 2010; Bassis, 2010).
En combinant l’e´quation d’incompressibilite´ (1.1) avec (1.5) et son pendant a` la base :
∂tB + ub,x∂xB + ub,y∂yB + ub,z = f˙ (1.9)
on obtient l’e´quation de bilan (conservation de la masse) suivante, appele´e Shallow-Ice
Approximation (SIA) (Hutter, 1983) :
∂H
∂t
= b˙− f˙ − div (HU) (1.10)
ou` div = ∂x + ∂y est la divergence en 2D.
Pour l’e´volution de la base de la glace il existe des mode`les plus ou moins complique´
d’isostasie. Les mode`les les plus simples traduisent simplement l’enfoncement local e´gal
a` un tiers de l’e´paisseur de glace (avec un temps de relaxation de 10 000 ans). D’autres
mode`les plus complexes ajoutent une e´quation de type plaques pour coupler la glace avec
la dynamique de la lithosphe`re (voir Ritz (1992) pour plus de de´tails).
La vitesse moyenne´e sur la verticale se de´compose en deux termes :
U = Udef +Uslid (1.11)
ou`Udef est la contribution lie´e a` la de´formation (loi de Glen) etUslid celle lie´e au glissement.
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La vitesse de de´formation s’obtient en inte´grant sur la verticale l’e´quation constitutive














, i = x, y (1.12)
Pour la vitesse de glissement Uslid, il existe plusieurs approximations. Formellement,
l’ide´e de base est de reprendre les e´quations de l’e´quilibre quasi-statique (1.2) et de faire
un de´veloppement en se´ries de perturbation. A l’ordre 0, on obtient une approximation
SIA pour la vitesse de glissement :
ρgH∇S = τb = −βUslid (1.13)
Ici on a suppose´ que le frottement basal τb est proportionnel a` la vitesse de glissement :
τb = −βUslid (1.14)
Il existe e´galement des lois de glissement plus complexes liant τb et Uslid (non-line´aires,
voir Cuffey and Paterson (2010)), mais on ne les e´tudiera pas ici.
A l’ordre 1 on obtient pour la vitesse de glissement Uslid une e´quation elliptique non-
line´aire, appele´e la Shallow-Shelf Approximation (SSA) :
∂
∂x
(2ηH (2∂xUslid,x + ∂yUslid,y)) +
∂
∂y
(ηH (∂yUslid,x + ∂xUslid,y)) = ρgH∂xS − τb,x
∂
∂y
(2ηH (2∂yUslid,y + ∂xUslid,x)) +
∂
∂x
(ηH (∂yUslid,x + ∂xUslid,y)) = ρgH∂yS − τb,y
(1.15)
Les conditions aux limites sont complexes, notamment en 2D. On impose tantoˆt des
conditions aux limites cine´matiques (de type vitesse nulle) ou dynamique (lorsqu’un bilan
de forces est possible, par exemple dans le cas ou` le front de glace rencontre la mer).
On se re´fe´rera a` Rommelaere (1997); Peyaud (2006) pour les de´tails et les subtilite´s de
mode´lisation et d’imple´mentation.
Un autre point est complexe a` mode´liser, il s’agit des bilan de masse en surface et a`
la base b˙ et f˙ . A la base, f˙ mesure la fonte. Des mode`les simples prescrivent f comme
une constante, des mode`les plus complexes font intervenir le couplage avec la tempe´rature
(flux ge´othermique) et/ou l’hydrologie sous-glaciaire. En surface, b˙ est lie´ aux conditions
climatiques. En effet, comme on l’a vu plus haut, b˙ est la somme entre l’accumulation (les
pre´cipitations) et l’ablation (la fonte en particulier, compte´e ne´gativement) :
b˙ = Acc + Abl (1.16)
Pour des simulations re´alistes, il est ne´cessaire de disposer de bonnes donne´es pour b˙. On
peut faire ceci en utilisant un mode`le de climat, ou bien des observations. Cette question
de mode´lisation / observation de b˙ occupe une communaute´ entie`re de glaciologues (Galle´e
et al., 2011; Lenaerts et al., 2012; Favier et al., 2013; Frezzotti et al., 2013) et ce proble`me
est complexe. Dans nos mode`les simplifie´s on utilisera une mode´lisation donnant l’ablation









si Ts > Tnomelt
0 sinon
(1.18)
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ou` les parame`tres sont fixe´s par l’expe´rience des glaciologues. La tempe´rature de surface
Ts de´pend de l’altitude de la surface S, de la latitude (axe x pour fixer les ide´es) et du
sce´nario climatique moyen Fclim (tempe´rature au poˆle en x = 0, S = 0), selon la formule :
Ts(x, y, t) = Fclim + λx+ γ S(x, y, t) (1.19)
ou` λ et γ sont des parame`tres connus.
1.2.2 Introduction a` la mode´lisation inverse en glaciologie
Figure 1.4 – Carte de topographie du socle rocheux en Antarctique Bedmap2, obtenue
a` partir de mesures effectue´es par avion en survol au-dessus du continent, d’apre`s Fretwell
et al. (2013). Le plus haut sommet culmine a` plus de 4500 me`tres. A cause du poids de la
glace, de nombreuses zones sont situe´es environ 1000 me`tres sous le niveau des mers.
Initialisation des mode`les pour le proble`me du niveau des mers
La contribution des glaciers et calottes polaires au changement de niveau des mers
est significative et il est crucial de pouvoir en faire de bonnes pre´visions pour le futur
(Hanna et al., 2013). Elle est essentiellement la combinaison de deux phe´nome`nes : la
modification du bilan de masse en surface (en raison des modifications climatiques et/ou
d’altitude de la calotte) d’une part, et l’e´vacuation de la glace par veˆlage d’icebergs dans
les fleuves de glace et les plates-formes flottantes d’autre part. Ici on ne conside`re pas la
contribution lie´e aux modifications de bilan de masse en surface. En effet, ces modifications
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Figure 1.5 – Carte des erreurs estime´es pour les observations de topographie du socle
rocheux en Antarctique, d’apre`s Fretwell et al. (2013). L’incertitude maximale atteint 1000
me`tres dans les zones non observe´es, elle descend autour de 20 me`tres au niveau des points
de mesure (traces de survol par avion).
sont intrinse`quement lie´es au changement climatique, sont e´galement tre`s complexes, et
font l’objet d’actives recherches par ailleurs 4.
La perte de masse des calottes polaires par veˆlage d’icebergs est controˆle´e par un petit
nombre de fleuves de glace. On estime par exemple qu’environ 10% de la pe´riphe´rie de
l’Antarctique controˆle 90% de l’e´vacuation de la glace. La pre´sence ou non de fleuves de
glace est intimement lie´e a` la nature des conditions basales, qui permettent ou pas un
fort glissement et donc de grandes vitesses d’e´coulement. Un autre parame`tre essentiel est
la ge´ome´trie du socle rocheux (altitude et pente), notamment dans les zones coˆtie`res. La
vitesse de de´formation de´pend en effet a` la fois de l’altitude de surface S(t, x) mais aussi
de l’e´paisseur de glace H(t, x), et donc de l’altitude du socle B(t, x) = S −H. De plus, la
profondeur du socle joue e´galement sur l’e´paisseur de glace (a` altitude de surface fixe´e),
donc sur les conditions de pression a` la base de la glace, qui elles-meˆmes influent sur la
pre´sence ou non d’eau liquide.
Le proble`me de l’initialisation des mode`les consiste donc essentiellement a` obtenir
une bonne ge´ome´trie de la calotte et de bonnes conditions basales, en vue d’initialiser
correctement les mode`les de´volution. Il s’agit d’un proble`me inverse, ou` l’on souhaite
estimer ces parame`tres sensibles graˆce aux observations disponibles (voir ci-dessous).
4. Voir le 5e`me rapport du GIEC/IPCC (2013–14) : http://www.ipcc.ch
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Figure 1.6 – Mesures de volume de glace. En noir : mesure de Raymo (1997). En gris :
re´sultats obtenus par diffe´rents mode`les. Figure extraite de Paillard and Parrenin (2004).
Identification des conditions basales. A une e´chelle plus locale (glacier ou bassin
versant), les glaciologues ont ge´ne´ralement une connaissance plus pre´cise de la ge´ome´trie,
graˆce a` des campagnes re´gionales de mesure. Dans ce cas, l’e´tude locale se re´sume essen-
tiellement a` l’identification des conditions de frottement a` la base, soit en identifiant le
coefficient β de nos e´quations, soit en cherchant a` mettre en e´vidence des lois de frotte-
ment plus complexes, comme τb = −β‖Uslid‖αUslid, ou encore a` e´tudier plus finement
l’hydrologie sous-glaciaire, voir par exemple de Fleurian (2010) et les re´fe´rences incluses,
et au paragraphe 1.2.3 le re´sume´ du papier [5].
Observations des calottes et des glaciers
Comme on l’a vu pre´ce´demment, les conditions a` la base de la glace sont lie´es a` la
profondeur et la nature du socle et aux conditions hydrologiques et thermiques.
Les observations pour les conditions de frottement a` la base sont tre`s limite´es. En
effet il est quasiment impossible d’aller faire des mesures sous la glace, sauf dans de rares
points de forages profonds ou` le socle a e´te´ atteint. Dans ces cas-la`, l’analyse de la glace
des carottes renseigne sur ces conditions basales. Les expe´riences en laboratoire sont assez
peu repre´sentatives, il est en effet impossible de restituer la pression e´quivalente a` des
milliers de me`tres d’e´paisseur de glace. L’autre incertitude cruciale est sur la nature du
socle : s’agit-il de se´diments, de roche, de de´bris de roche ? La pre´sence d’eau liquide,
de´terminante pour le glissement, est aussi lie´e a` des parame`tres mal connus comme le
flux ge´othermique. On n’a donc aucune mesure pour la loi de frottement et les coefficients
associe´s.
Pour la profondeur du socle, on dispose d’un nombre limite´ de mesures, faites par
avion 5. Les observations sont ainsi restreintes a` des traces de survol. En ces points de
mesure, la pre´cision est d’une vingtaine de me`tres. En dehors des points de mesure, des
strate´gies d’interpolation (en ge´ne´ral par krigeage) sont utilise´es, mais l’incertitude dans
les zones non observe´es peut aller jusqu’a` plusieurs centaines de me`tres. De plus, les cartes
sont fabrique´es par me´thode de krigeage, sans tenir compte de l’e´coulement de la glace. Les
figures 1.4 et 1.5 montrent l’e´tat de l’art des cartes actuelles pour l’Antarctique (Fretwell
et al., 2013) : la premie`re est une carte de socle, la deuxie`me est celle des erreurs estime´es.
5. Les mesures satellitales seraient possibles, malheureusement les fre´quences radar requises pour ob-
server le socle rocheux sous la glace sont re´serve´es a` l’arme´e. Pour la meˆme raison, les campagnes par avion
sont couˆteuses et complexes a` mettre en place.
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On voit clairement sur cette deuxie`me carte les trace de survol d’avion, ou` la pre´cision
est bonne, et les zones non observe´es, avec de grandes erreurs possibles. Pre´cisons ici que
le relief de l’Antarctique est tre`s chahute´, et tout a` fait similaire a` nos Alpes, avec des
changements brutaux d’altitude et des chaˆınes de montagnes.
Les autres observations dont on dispose, et qui permettront d’extraire de l’information
pour retrouver les parame`tres non observe´s, sont des donne´es de surface, obtenues par
satellite : altitude de la surface, vitesse de la glace en surface. L’altitude de surface est
observe´e depuis une vingtaine d’anne´e par satellite (ERS-1, ENVISAT par radar, ICESat
par laser). La pre´cision est relativement bonne, en ge´ne´ral de l’ordre de 2 me`tres, sauf
dans les zones montagneuses ou` la RMS de l’erreur peut monter a` 130 me`tres (Griggs
and Bamber, 2009). Pour la vitesse de la glace on a e´galement une bonne couverture,
la re´solution spatiale est de l’ordre du kilome`tre, comme pour l’altitude de surface. Les
erreurs pour la vitesse sont de l’ordre de 1 a` 17 me`tres par an (Rignot et al., 2011; Joughin
et al., 2010).
Pale´oclimatologie
Plusieurs questions de mode´lisation inverse se posent pour la pale´oclimatologie (e´tude
des climats passe´s). Le plus connu du grand public est celui de la datation des carottes
de glace, pour lesquelles des avance´es re´centes au moyen de me´thodes inverses ont e´te´
obtenues par Lemieux-Dudon et al. (2008, 2010); Buiron et al. (2011). Une autre question
qui nous a inte´resse´s est lie´e a` un type tre`s particulier d’observations disponibles : la
mesure du volume total des calottes polaires. En effet, ce volume est directement lie´ au
niveau de la mer, qui lui a pu eˆtre mesure´ sur de gigantesques e´chelles de temps (centaines
de milliers d’anne´es), graˆce notamment a` des marqueurs biostratigraphiques comme les
foraminife`res (Paillard and Parrenin, 2004). La figure 1.6 pre´sente de telles donne´es. La
question qui se pose alors est la suivante : sachant que la tempe´rature de surface influence
directement l’e´volution de la calotte et donc de son volume, peut-on estimer un sce´nario
climatique a` partir de mesure de volume de glace ? Avec le mode`le simplifie´ pre´sente´ plus
haut, cela revient a` chercher le parame`tre Fclim, on e´tudie un tel proble`me dans [17].
Etat de l’art des me´thodes inverses en glaciologie
L’assimilation de donne´es, essentiellement par me´thode de controˆle, est plus re´cente
en glaciologie qu’elle ne l’est en me´te´orologie ou en oce´anographie. MacAyeal (1992, 1993)
a introduit les me´thodes de controˆle pour identifier le coefficient de frottement β a` la
base d’un fleuve de glace (e´quation de la SSA seule), en utilisant le caracte`re auto-adjoint
de l’e´quation. Plusieurs applications a` divers fleuves de glace ont suivi, par exemple par
Rommelaere and MacAyeal (1997); Vieli and Payne (2003). Plus re´cemment, la me´thode
adjointe (toujours appele´e me´thode de controˆle par les glaciologues) a e´te´ e´galement mise
en œuvre de manie`re approche´e pour un mode`le Full-Stokes par Morlighem et al. (2010), en
utilisant comme adjoint le mode`le lui-meˆme. Ceci est une approximation, car les e´quations
du mode`le Full-Stokes ne sont auto-adjointes que lorsque la viscosite´ est line´aire (loi de
Glen avec n = 1). L’utilisation d’un adjoint complet est duˆ a` Heimbach and Bugnion
(2009), qui ont utilise´ un de´rivateur automatique pour ge´ne´rer l’adjoint du code SICOPO-
LIS (Greve, 1997) en vue de faire de l’analyse de sensibilite´.
D’autres me´thodes inverses ont e´te´ introduites re´cemment. Les me´thodes du BLUE
et de l’interpolation optimale (OI) ont e´te´ utilise´es par Arthern and Hindmarsh (2003)
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et Berliner et al. (2008). Une me´thode due a` Chaabane and Jaoua (1999) a e´galement
e´te´ utilise´e par Arthern and Gudmundsson (2010). Cette me´thode est appele´e me´thode
de Robin par la suite, elle consiste a` minimiser une fonction couˆt mesurant l’e´cart aux
observations par une descente de gradient sur le coefficient β, en ite´rant des re´solutions
du mode`le Full-Stokes avec soit une condition de Dirichlet en surface (en imposant les
vitesses observe´es), soit une condition de Neumann homoge`ne (la condition naturelle du
mode`le). A convergence, la solution ve´rifie a` la fois la condition de Dirichlet et celle de
Neumann et produit le champ de β de´sire´.
La plupart de ces articles s’inte´ressent a` identifier le frottement basal β seul pour des
proble`mes locaux, a` l’e´chelle d’un glacier, d’un fleuve de glace ou d’un bassin versant.
La reconstruction du champ de β pour tout le Groenland est tre`s re´cente : Arthern and
Hindmarsh (2006) par une me´thode de type BLUE/OI, [7] par me´thode de controˆle et de
Robin. De plus, re´cemment, les glaciologues s’inte´ressent a` reconstruire conjointement le
frottement β et le socle Bsoc, voir Raymond-Pralong and Gudmundsson (2011) (me´thode
de Bayes, qui est en fait la minimisation directe du BLUE avec un gradient approche´) et
van Pelt et al. (2013) (simple ite´ration de Picard pour re´duire l’e´cart aux observations).
Cette question est plus difficile car on n’a pas toujours unicite´ : une meˆme vitesse en
surface peut eˆtre explique´e soit par un Bsoc bas (grande vitesse de de´formation) et peu de
glissement ou bien par un socle plus haut et beaucoup de glissement.
Du coˆte´ des me´thodes inverses pour la pale´oclimatologie, pour la question de recons-
tituer le climat par des observations de volume de glace, on peut citer Bintanja et al.
(2004, 2005) qui utilisent une me´thode tre`s simple de correction, semblable au nudging
(relaxation newtonienne, qui consiste a` mettre un terme de rappel aux observations dans
le second membre du mode`le d’e´volution). Pour le proble`me de datation des carottes, les
me´thodes inverses sont plus de´veloppe´es, voir par exemple Lemieux-Dudon et al. (2008,
2010).
La suite de ce paragraphe re´sume les re´sultats obtenus en glaciologie.
1.2.3 Etude des conditions basales du glacier Variegated
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article [5], e´tudiant la surge 6 du
glacier Variegated en 1982–83.
Introduction
Le glacier Variegated en Alaska est connu pour surger re´gulie`rement. La premie`re surge
releve´e a eu lieu en 1905–06, et il y en a eu sept autres jusqu’a` la dernie`re en 2003–04.
L’e´tude pre´sente´e dans ce papier s’inte´resse a` la surge de 1982–83 car elle a e´te´ bien ob-
serve´e et l’on dispose d’un bon nombre de mesures. D’apre`s Raymond (1987) on sait que
les surges pour les glaciers tempe´re´s 7 sont dues a` des modifications du syste`me hydrolo-
gique sous-glaciaire, qui passe d’un syste`me efficace a` un inefficace. Un syste`me efficace
correspond a` un bon drainage de l’eau sous la glace, par de larges canaux, engendrant une
faible pression d’eau sous le glacier. Au contraire, un syste`me inefficace n’a pas ces larges
canaux mais des petites cavite´s relie´es, donnant lieu a` une augmentation de la pression
6. Une surge glaciaire est un phe´nome`ne brutal et bref qui consiste en une avance´e tre`s rapide d’un
glacier.
7. Un glacier tempe´re´ a sa glace proche du point de fusion.
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Figure 1.7 – Evolution du facteur de forme f(x) le long de la ligne d’e´coulement centrale
du glacier Variegated pour la topographie de surface zs(x) de 1973.
sous-glaciaire et des modifications des conditions de glissement. Le passage d’un syste`me
efficace a` un syste`me inefficace, par l’ouverture et la fermeture des larges canaux, est gou-
verne´ par les changements de ge´ome´trie (altitude de surface et sa pente) et de tempe´rature
(par l’alternance saisonnie`re, qui influe sur la fonte). Kamb et al. (1985) ont fait des me-
sures de vitesse de de´formation dans un trou de forage pendant la surge et ont montre´ que
la vitesse du glacier est explique´ a` 95% par le glissement a` la base. Ce papier s’inte´resse
donc a` l’identification des conditions basales tout au long du glacier, avant et pendant la
surge, pour tenter de confirmer cette hypothe`se.
Observations et mode`le
L’altitude de surface et les vitesses de surface ont e´te´ mesure´es pendant la de´cennie
1973–83 par Bindschadler et al. (1977); Kamb et al. (1985); Raymond and Harrison (1988),
qui couvre une partie de la phase de latence ainsi que la surge. Les donne´es sont re´parties
en temps : deux fois par an avant la surge et huit fois pendant les deux ans de la surge.
En espace, les donne´es ont e´te´ re´colte´es tous les 250 me`tres le long des 20 kilome`tres de la
ligne centrale du glacier, avec quelques trous (dus notamment a` la pre´sence de crevasses).
Comme les mesures sont disponibles seulement selon une ligne d’e´coulement, on a
utilise´ un mode`le 2D (x, z). La base du socle b(x) est fixe, et l’altitude de surface est note´e
zs(x), ou` x est la direction horizontale, avec x = 0 au sommet du glacier (a` l’altitude
d’environ 2000 me`tres) et x = 20 kilome`tres au front, ou` le glacier termine dans la mer. Le
mode`le choisi re´sout les e´quations Full-Stokes pre´sente´es plus haut, avec une particularite´
lie´e a` l’absence de 3D. En effet, l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement
(1.2) se lit alors :
div σ + ρig + f1 = 0, pour x ∈ [0, 20], z ∈ [b(x), zs(x)]
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Figure 1.8 – Distribution du coefficient de friction basal β identifie´ par me´thode inverse
de Robin le long de la ligne d’e´coulement centrale, pour les 25 dates d’observations. Les
pointille´s indiquent l’absence de mesures de vitesse en surface en ces points. Dans la
le´gende, W Y1-Y2 repre´sente les hivers entre l’anne´e Y1 et l’anne´e Y2 ; S Y repre´sente
l’e´te´ de l’anne´e Y ; Surge Y-M1-M2 repre´sente l’anne´e Y du mois M1 au mois M2.
ou` f1 est un terme qui permet de mode´liser les effets late´raux :
f1 = ρig.t (1− f) t
ou` t est le vecteur unitaire tangent a` la surface et f est appele´ le facteur de forme. Si f
est e´gal a` 1 on a f1 = 0, ce qui correspond a` un glacier infiniment large. Au contraire si









ou` a(x) repre´sente la forme locale du socle rocheux, cf [5] pour les de´tails, et la figure 1.7
pour la fonction f(x) obtenue.
Les conditions aux limites en surface et au fond sont les meˆmes que pre´ce´demment
(1.5,1.6,1.7), en particulier on a la loi de frottement a` la base (1.7) faisant intervenir le
coefficient β que l’on cherche a` identifier.
La re´solution nume´rique se fait avec le code e´le´ments finis Elmer/Ice (Gagliardini et al.,
2007; Gagliardini and Zwinger, 2008; Gagliardini et al., 2013).
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Figure 1.9 – Distribution du rapport entre la vitesse basale u(zb) (donne´e par le mode`le)
et la vitesse en surface u(zs) le long de la ligne centrale d’e´coulement pour les 25 observa-
tions. Les re´sultats ne sont affiche´s qu’en pre´sence d’observations. La le´gende est la meˆme
que celle de la figure 1.8.
Me´thode inverse
La question d’inverser les conditions basales graˆce a` des observations de surface a e´te´
bien e´tudie´e en glaciologie, voir le paragraphe 1.2.2 pour un re´sume´ bibliographique. Dans
cet article, on a utilise´ la me´thode de Robin (Chaabane and Jaoua, 1999; Arthern and
Gudmundsson, 2010), que l’on a un peu modifie´e pour introduire une re´gularisation de
type Tikhonov. Comme on l’a dit pre´ce´demment, le principe de la me´thode de Robin est de




puis avec la condition de Neumann (1.6). On de´finit ensuite la fonction couˆt qui mesure





(uN − uD).(σN − σD).n dΓ
ou` Γs repre´sente la surface de la glace. On peut facilement calculer la de´rive´e directionnelle
de Jo par rapport a` β (dans la direction β′) afin de mettre en œuvre une me´thode de
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Figure 1.10 – Comparaison entre les ge´ome´tries de surface du mode`le (a) et mesure´es






(|uD|2 − |uN |2) dΓ
ou` Γb est la frontie`re avec le socle. Il est important de noter ici que cette de´rive´e n’est
exacte que dans le cas d’une rhe´ologie line´aire (ie loi de Glen avec n = 1). Dans le cas
re´aliste n = 3, la de´rive´e n’est qu’une approximation.
Comme β est positif et varie de plusieurs ordres de grandeur, il est plus logique de
changer de variable pour α par
β = 10α
Finalement, le proble`me est re´gularise´ en ajoutant un terme de re´gularisation :
Jtot(α) = Jo(α) + 1
2





Le terme uobs est la moyenne des vitesses en surface observe´es pour le jeu de donne´es
conside´re´, c’est un facteur de normalisation entre les diffe´rentes anne´es d’observation. On
observe en effet de grandes variations de uobs selon les anne´es. Son ajout permet de choisir
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Figure 1.11 – Comparaison entre les ge´ome´tries de surface du mode`le (a) et mesure´es
(b), par rapport a` la topographie de surface de 1973, pour la phase de surge.
un poids entre le terme d’observation et le terme de re´gularisation qui soit inde´pendant
du jeu de donne´es.
Les aspects techniques, comme le choix du parame`tre λ, sont de´crits dans l’article.
Il faut cependant noter que cette me´thode de Robin s’applique a` l’e´quation des vitesses
seulement, et non au couplage avec l’e´volution de la surface libre : a` chaque pas de temps
on met en œuvre la me´thode inverse. Ainsi, lorsque l’on n’a pas d’observation a` un certain
instant, on n’a pas d’estimation de β.
Re´sultats
Le mode`le et la me´thode sont imple´mente´s dans le code e´lements finis Elmer/Ice (pa-
ralle`le, en fortran 95) (Gagliardini et al., 2013).
Les re´sultats sont de´crits en de´tail dans l’article, ici on pre´sente rapidement les figures
principales. La figure 1.8 pre´sente le coefficient β obtenu par assimilation. On voit, outre
l’alternance saisonnie`re hiver/e´te´, que β diminue progressivement au cours des anne´es
pendant la phase de latence jusqu’a` devenir tre`s faible durant la surge. De plus, on voit
que pendant la phase de latence, β diminue plus fortement dans la partie haute du glacier
(x proche de 0). On voit aussi tre`s nettement le changement de re´gime lie´ a` la surge, ainsi
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que la diminution progressive de β depuis le haut vers le bas du glacier.
La figure 1.9 pre´sente le quotient entre la vitesse basale u(zb) (glissement) et la vitesse
en surface u(zs). On voit e´galement une variation progressive de ce quotient, d’a` peine 10%
en 1973 jusqu’a` 60% a` l’e´te´ 81, avec meˆme 90% en 81 en haut du glacier. Ceci sugge`re
que l’acce´le´ration se fait bien par une augmentation progressive du glissement (et non un
de´clenchement brutal), et que le glissement entre pour une large part dans l’acce´le´ration du
glacier pendant la surge, mais aussi pendant la phase de latence. Sur cette figure e´galement
on voit se de´gager nettement deux re´gimes surge/latence, avec des rapports proches de
100% pendant la surge, et l’augmentation de ce rapport depuis le haut du glacier vers le
bas.
Le paragraphe §6 du papier pre´sente des re´sultats auxquels je n’ai pas contribue´s,
proposant une loi de glissement plus complexe, pour tenir compte de la pression de l’eau
sous-glaciaire, je ne rentre pas dans les de´tails ici.
Les figures 1.10 et 1.11 pre´sentent des simulations directes effectue´es avec les pa-
rame`tres β identifie´s, pendant la phase de latence et pendant la surge, compare´es aux
observations. Pour cela, on fait tourner le mode`le direct avec β et l’e´quation d’e´volution
suivante pour la surface libre :
∂tzs + ux∂xzs − uz = as
ou` as est le bilan de masse en surface, mode´lise´ par une fonction explicite de´pendant
line´airement de zs. Les diffe´rences que l’on remarque entre les observations et le mode`le
peuvent s’expliquer par les erreurs dans ce bilan de masse et/ou par les effets tri-dimen-
sionnels que l’on a ne´glige´s. Malgre´ cela, on arrive a` mettre en e´vidence correctement avec
le mode`le les e´le´ments suivants :
– la surge est en phase avec les observations, autrement dit le champ de β reconstruit
permet bien de ge´ne´rer la surge du glacier ;
– le mode`le pre´sente bien la caracte´ristique typique d’amincissement du glacier en haut
et d’e´paississement en bas.
En conclusion, la capacite´ du mode`le a` bien de rendre compte des caracte´ristiques
principales de la surge offre une validation a posteriori de la reconstruction du coefficient
β par assimilation de donne´es avec la me´thode de Chaabane and Jaoua (1999); Arthern
and Gudmundsson (2010). Ce papier proposait la premie`re application de cette me´thode a`
un cas re´el, et en de´montre la faisabilite´, et la pertinence pour e´tudier le frottement basal.
1.2.4 Contribution du Groenland a` la monte´e du niveau des mers
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article [7], qui s’inte´resse a` la
contribution du Groenland a` la monte´e du niveau des mers.
Introduction
Le Groenland perd de la masse a` un rythme qui va s’acce´le´rant (Rignot et al., 2011).
Il semble que ceci soit duˆ a` la combinaison de deux phe´nome`nes : changement du bilan de
masse en surface (plus de fonte et/ou moins de pre´cipitations) et augmentation du flux de
glace vers l’oce´an (veˆlage d’icebergs). Des e´tudes ante´rieures (Howat et al., 2007; Pritchard
et al., 2009; Joughin et al., 2010) ont montre´ que l’acce´le´ration du veˆlage e´tait tre`s variable
dans le temps et dans l’espace, de sorte que des pre´dictions re´alistes doivent ne´cessairement
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Figure 1.12 – Maillage e´le´ments finis non structure´ et vitesses en surface mode´lise´es
pour le Groenland, apre`s optimisation du frottement basal β par la me´thode de Robin.
Les zooms pre´sentent quelques glaciers e´missaires particulie`rement inte´ressants.
utiliser a` la fois un mode`le haute pre´cision, un e´tat initial le plus pre´cis possible, et des
projections climatiques fiables. Le proble`me de l’initialisation d’un mode`le petite e´chelle
pour le Groenland est donc la motivation de cet article. Les ingre´dients de base sont :
un mode`le Full-Stokes sur une grille non structure´e, des me´thodes inverses pour tirer le
meilleur parti des observations disponibles. Cet article est la premie`re tentative d’utiliser
tous ces e´le´ments a` l’e´chelle du Groenland. Plus pre´cise´ment, l’objectif est d’identifier le
champ de frottement basal β(x, y) dans un mode`le Full-Stokes a` partir des observations
disponibles en vue de faire des pre´dictions d’e´volution du Groenland.
Mode`le et donne´es
Le mode`le utilise´ re´sout les e´quations Full-Stokes non line´aires (loi de Glen avec n = 3)
en 3D (1.1) a` (1.8) de´crites page 29. Le coefficient BAT,n dans l’e´quation (1.3) de´pend
effectivement de la tempe´rature dans la glace (selon une loi d’Arrhenius, cf de´tails dans
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Figure 1.13 – Vitesses en surface pour le Groenland, a` gauche (a) les vitesses observe´es ;
a` droite (b) les vitesses reconstruites apre`s identification de β par la me´thode de Robin.
l’article). Le champ de tempe´rature dans la glace est donne´ par le mode`le SIA SICOPOLIS
(Greve, 1997; Seddik et al., 2012), pris constant en temps.
Le code nume´rique Elmer/Ice 8 Gagliardini et al. (2013) re´sout ces e´quations sur la
totalite´ du Groenland avec un maillage non structure´. La construction du maillage initial
utilise des ingre´dients classiques : estimation d’erreur graˆce a` la matrice Hessienne des
vitesses observe´es, puis adaptation de maillage avec le logiciel YAMS (Frey and Alauzet,
2005). Au cours de la simulation, dans une certaine mesure, ce maillage est adaptatif, mais
les noeuds ne peuvent se de´placer que verticalement. Le maillage est visible par exemple
sur la figure 1.12. On renvoie a` Gagliardini and Zwinger (2008) pour les de´tails nume´riques
du mode`le.
Le socle et la topographie de surface viennent des donne´es SeaRise 9 (Bamber et al.,
2001). Les vitesses observe´es proviennent de Joughin et al. (2010), elles sont pre´sente´es
8. http://elmerice.elmerfem.org
9. http://tinyurl.com/srise-umt
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Figure 1.14 – Erreur absolue pour les vitesses de surface |umode`le−uobs| en m/an apre`s
identification de β par la me´thode de Robin.
a` la figure 1.13 (a). On observe e´galement le taux de variation de l’altitude de surface
(Pritchard et al., 2009). Notons ici que les vitesses observe´es sont produites a` partir de
donne´es distribue´es en temps sur la de´cennie 2000–09, alors que la topographie de surface a
e´te´ produite en 2001 (avec tout de meˆme des mises a` jour pour les trois glaciers e´missaires
principaux).
Me´thodes
Rappelons que l’objectif est d’identifier le champ de frottement basal β(x, y). Dans
cet article on utilise et on compare deux me´thodes : la me´thode de Robin et la me´thode
de controˆle approche´e en faisant l’approximation auto-adjointe pour le mode`le, introduite
pour le mode`le Full-Stokes par Morlighem et al. (2010).
La me´thode de Robin a de´ja` e´te´ pre´sente´e au paragraphe 1.2.3. La me´thode de controˆle
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Figure 1.15 – Erreur relative pour les vitesses de surface |umode`le − uobs|/|uobs| en %
apre`s identification de β par la me´thode de Robin. Les zones ou` |uobs| < 2.5 m/an ne sont
pas repre´sente´es.







|uH | − |uobsH |
)2
dΓ
ou` uobs sont les vitesses observe´es et H repre´sente la composante horizontale de la vitesse.





ou` λ est la solution des e´quations adjointes.
Noter comme pre´ce´demment que ces deux me´thodes pre´sentent deux de´fauts :
1. les de´rive´es des fonctions couˆts ne sont exactes que pour des rhe´ologies line´aires
(n = 1), et seulement approche´es dans le cas re´aliste qui nous inte´resse ici, ou` la
viscosite´ suit la loi de Glen avec n = 3 ;
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Figure 1.16 – Projections de l’e´volution du niveau des mers pour les sce´narios climatiques
C1 (conditions actuelles), C2 (sce´nario IPCC A1B) et les sce´narios de friction basale BF1
(constant), BF2 (moitie´ moindre que BF1), BF3 (de´croissant d’un ordre de grandeur en
100 ans).
2. de plus, elles ne permettent pas d’assimiler des se´ries temporelles de donne´es, puisque
l’une comme l’autre ne travaillent que sur la partie diagnostique du mode`le (e´quation
pour les vitesses) et non sur l’e´quation d’e´volution de la surface libre.
Ne´anmoins, ces me´thodes pre´sentent l’avantage d’eˆtre facilement imple´mentables et assez
peu couˆteuses. A contrario, calculer l’adjoint du mode`le Full-Stokes est complexe en pra-
tique. En effet, la non-line´arite´ est traite´e nume´riquement par des ite´rations de Picard,
et calculer l’adjoint d’un tel algorithme est aussi couˆteux que de´licat, voir Griewank and
Walther (2008).
Ces deux me´thodes sont imple´mente´es en cherchant α tel que β = 10α, et sont
re´gularise´es comme pre´ce´demment :







Le choix de λ se fait par la me´thode de la L-curve, et la minimisation par la me´thode
quasi-Newton M1QN3 de Gilbert and Lemare´chal (1989), on renvoie a` l’article pour les
de´tails.
Re´sultats
Le mode`le et la me´thode sont imple´mente´s dans le code e´lements finis Elmer/Ice (pa-
ralle`le, en fortran 95) (Gagliardini et al., 2013).
Reconstruction des vitesses en surface. Les figures 1.12 et 1.13 (b) pre´sentent les
vitesses reconstruites apre`s identification de β par la me´thode de Robin. Les re´sultats
obtenus avec la me´thode de controˆle sont tre`s similaires. Les grandes lignes de l’e´coulement
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sont tre`s bien reconstitue´es : faibles vitesses dans les zones centrales, fleuves de glace bien
localise´s et individualisables, bonne reconstitution des plus grands glaciers e´missaires et
de leurs bassins versants.
Les figures 1.14 et 1.15 pre´sentent les erreurs absolues et relatives entre les vitesses
reconstitue´es et les vitesses observe´es. Comme pour les vitesses, les erreurs varient de
plusieurs ordres de grandeur entre l’inte´rieur et la coˆte. On trouve les plus grandes erreurs
sur les bords. Plusieurs explications permettent de les comprendre :
1. les observations de vitesses en surface et de topographie de surface ne correspondent
pas, puisqu’elles ne sont pas mesure´es aux meˆmes dates ;
2. certains fleuves de glace, notamment au nord, se terminent par de longues langues
de glace flottantes, non re´solues par le mode`le ;
3. la minimisation se fait avec un gradient approche´ ;
4. on n’identifie que le parame`tre de glissement β(x, y) et pas les autres sources d’in-
certitudes du mode`le (notamment le socle rocheux) ;
5. la re´solution du mode`le est moins bonne que celle des donne´es de vitesse ;
6. la re´solution des donne´es d’e´paisseur de glace est moins bonne que celle du mode`le,
notamment dans les glaciers e´missaires ou` une bonne re´solution est cruciale.
Expe´riences de sensibilite´ et projections. L’objectif de l’identification du champ de
β(x, y) est d’initialiser le mode`le en vue de faire des pre´visions de l’e´volution du volume
de glace sur le Groenland. Ceci pose a priori plusieurs proble`mes et questions :
1. le proble`me (bien connu des glaciologues pour toute me´thode inverse n’incorporant
pas de se´rie temporelle de donne´es) du choc d’initialisation : la surface libre pre´sente
des taux de variation non physiques, en particulier sur les bords, et l’ajustement vers
des taux re´alistes peut prendre quelques dizaines d’anne´es ;
2. quel sce´nario choisir pour le bilan de masse en surface (pre´cipitations − fonte), en
lien avec quel sce´nario climatique ?
3. comment va e´voluer le parame`tre β avec le temps ?
Pour re´pondre au premier point, on commence par relaxer le mode`le, c’est-a`-dire le
laisser e´voluer librement pendant 50 an, en gardant constant le bilan de masse en surface.
Ceci permet de stabiliser un peu la calotte et de corriger en partie les erreurs de vitesse
et de veˆlage dans les glaciers e´missaires (voir le papier pour les de´tails).
Pour les points suivants, on choisit deux sce´narios pour le bilan de masse en surface
(C1 : conditions actuelles ; C2 : sce´nario A1B 10 de l’IPCC 11), et trois sce´narios pour
l’e´volution de β (BF1 : constant ; BF2 : divise´ par deux ; BF3 : de´croissant d’un ordre de
grandeur sur 100 ans), et on a fait tourner des expe´riences pour chacun de ces sce´narios.
La figure 1.16 montre l’e´volution du volume du Groenland (et de l’e´quivalent en terme
de changement de niveau de mers), et montre une grande sensibilite´ aux conditions de
frottement. Le sce´nario BF3 correspond a` l’acce´le´ration simultane´e de tous les glaciers
e´missaires, c’est donc une borne supe´rieure pour nos projections. Combine´e avec le sce´nario
climatique C2, la projection est de 14 cm d’e´le´vation du niveau des mers en 100 ans pour
10. Sce´nario A1B : Croissance e´conomique forte, e´quilibre entre les diffe´rentes sources de´nergie, voir
http://fr.wikipedia.org/wiki/Special_Report_on_Emissions_Scenarios
11. IPCC : International Panel on Climate Change, Groupe International d’Experts sur le Climat
(GIEC).
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le Groenland. Cette valeur est dans les bornes fournies par d’autres travaux sur le sujet.
Le sce´nario interme´diaire C2-BF2 donne e´galement des valeurs comparables avec celles
disponibles dans la litte´rature. On renvoie a` l’article pour des discussions plus approfondies
de ces re´sultats.
En conclusion, on a montre´ que l’on pouvait obtenir des re´sultats satisfaisants avec les
me´thodes d’assimilation approche´es disponibles actuellement en glaciologie et le mode`le
re´aliste Elmer/Ice (Gagliardini et al., 2013). On a vu qu’il subsistait beaucoup d’incerti-
tudes, il y a donc une bonne marge d’ame´lioration des me´thodes. Cependant ceci permet
de´ja` de fournir des premie`res estimations de la contribution de la dynamique du Groenland
a` son changement de masse et au niveau des mers.
1.2.5 Pale´oclimatologie : reconstruction d’un sce´nario climatique
Dans ce paragraphe, on re´sume la proble´matique, le mode`le et la me´thode contenus
dans l’acte de confe´rence [17]. Les re´sultats sont plus complets ici que ceux qui sont dans
l’acte, et ont e´te´ pre´sente´s oralement dans plusieurs confe´rences.
Pre´sentation du proble`me
Le proble`me e´tudie´ dans ce travail est celui que l’on a mentionne´ plus haut a` la page
35 : connaissant des observations de volume de glace au cours du temps, comment recons-
tituer le sce´nario de tempe´rature a` l’origine de ces variations. On e´tudie ce proble`me dans
un cadre simplifie´ d’expe´riences jumelles, c’est-a`-dire que nous ge´ne´rons nous-meˆmes des
observations a` partir d’un mode`le. Le mode`le choisi est un mode`le SIA (voir la section
1.2.1 page 30) sur une ligne d’e´coulement. Le choix de l’approximation SIA est justifie´
par les e´chelles de temps mises en jeu : nos expe´riences ont lieu sur 20,000 ans ! Le choix
du mode`le en ligne d’e´coulement 2D est plus discutable, il faudrait en pratique pouvoir
proposer plusieurs lignes d’e´coulement (un pour chacune des grandes calottes de la pe´riode
e´tudie´e), mais on commence avec une seule ligne pour e´tudier la faisabilite´ du proble`me.
Comme on l’a dit pre´ce´demment, il n’y a actuellement que peu de me´thodes inverses
mises en œuvre pour re´soudre un tel proble`me, on propose donc une premie`re expe´rience
avec la me´thode adjointe.
Mode`le et me´thode adjointe
Figure 1.17 – Etat de re´fe´rence (vrai) pour les expe´riences jumelles. A gauche, le sce´nario
climatique choisi Tclim ; a` droite les observations de volume ge´ne´re´es Vol
obs.
Mae¨lle Nodet Proble`mes inverses pour l’environnement
1.2 Quelques proble`mes inverses en glaciologie 50
Figure 1.18 – Identification de la tempe´rature par expe´riences jumelles avec des obser-
vations de volume. Assimilation par feneˆtre croissante, nouvelle e´bauche choisie e´gale a` la
pre´ce´dente. En haut a` gauche : 1e`re e´tape. En haut a` droite : choix de l’e´bauche pour la
deuxie`me e´tape. En bas a` gauche : 2e`me e´tape. En bas a` droite : re´sultat obtenu a` la fin
de l’assimilation.
Le mode`le choisi est donc l’approximation SIA 2D (x, z). Pour cela on reprend les
e´quations pre´ce´dentes, sans la variable y : conservation de la masse (1.9), e´quation pour
la dynamique U = Udef avec Udef donne´e par (1.12) et Uslid nulle, bilan de masse en
surface donne´ par les e´quations (1.16) a` (1.19). Nume´riquement, on utilise le code Winnie
de´veloppe´ par le LGGE (C. Ritz), qui est un prototype du code 3D GRISLI de Ritz et al.
(2001). Pour cette premie`re expe´rience on a choisi le socle plat B(t, x) = 0 et le bilan de
masse au fond nul f˙ = 0. La tempe´rature en surface est donne´e par
TS(t, x) = Tclim(t) + b x+ c S(t, x)
et le but du papier est de retrouver Tclim(t) graˆce a` des observations du volume de glace





Pour cela on se donne un e´tat de re´fe´rence, l’e´tat vrai, que l’on utilise pour ge´ne´rer
des observations de volume de glace pendant 20,000 ans. Ensuite on forme une fonction
couˆt qui mesure l’e´cart aux observations, a` laquelle on ajoute un terme d’e´bauche pour
re´gulariser.
On minimise la fonction couˆt par une me´thode de descente Quasi-Newton. Le gradient
est calcule´ graˆce a` l’e´tat adjoint du mode`le, que l’on a de´rive´ a` la main en suivant les
recettes de Giering and Kaminski (1998). L’adjoint est valide´ au moyen des tests du
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Figure 1.19 – Identification de la tempe´rature par expe´riences jumelles avec des ob-
servations de volume. Assimilation par feneˆtre croissante, nouvelle e´bauche choisie par
interpolation line´aire avec les deux pas de temps pre´ce´dents. En haut a` gauche : 1e`re
e´tape. En haut a` droite : choix de l’e´bauche pour la deuxie`me e´tape. En bas a` gauche :
2e`me e´tape. En bas a` droite : re´sultat obtenu a` la fin de l’assimilation.
gradient, qui ve´rifient que le gradient calcule´ par l’adjoint et par diffe´rences finies co¨ıcident
a` l’ordre 1 et a` l’ordre 2 pour quelques perturbations. Plus pre´cise´ment, on se donne une
tempe´rature T 0clim on choisit une perturbation T , on calcule J (T 0clim+αT )−J (T 0clim) pour
divers α avec le mode`le direct, on calcule le gradient avec le mode`le adjoint et on ve´rifie
la formule de Taylor a` l’ordre 1 et 2.
Re´sultats nume´riques
Nous travaillons ici avec la version Matlab de Winnie.
Les expe´riences nume´riques ont montre´ une tre`s grande sensibilite´ au choix de l’e´bauche
et des difficulte´s a` obtenir la convergence de l’algorithme vers le sce´nario voulu, on va
illustrer tout ceci avec quelques tests.
Tout d’abord, on a commence´ avec le sce´nario climatique pre´sente´ a` la figure 1.17.
Pour commencer, on a choisi un signal oscillant avec une pe´riode de 20,000 ans variant
entre −11◦C et 5◦C. Le choix de l’e´bauche et du point de de´part de la minimisation
e´tait de´terminant : en partant d’une tempe´rature nulle, l’algorithme n’a jamais re´ussi a`
converger vers quelque chose approchant la ve´rite. Nous avons donc de´cide´ d’utiliser une
feneˆtre croissante, c’est-a`-dire de faire plusieurs expe´riences d’assimilation successives : la
premie`re sur l’intervalle de temps [0; 500], la deuxie`me sur [0; 1 000], puis sur [0; 1 500],
et ainsi de suite jusqu’a` assimiler les observations sur [0; 20, 000]. Pour chaque nouvelle
expe´rience on reprend comme e´bauche le re´sultat obtenu pre´ce´demment, et on choisit une
nouvelle estimation pour le nouveau point ou` l’e´bauche est requise.
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Figure 1.20 – Identification de la tempe´rature par expe´riences jumelles avec des observa-
tions de volume. Assimilation par feneˆtre globale. Re´sultat obtenu pour une tempe´rature
de re´fe´rence comprise entre -6◦Cet 2◦C.
La figure 1.18 pre´sente la premie`re option que nous avons choisie : apre`s avoir faire
l’assimilation sur [0; 500] on prend T b(1 00) = T b(500). Ceci donne de mauvais re´sultats,
l’algorithme part instantane´ment dans un minimum local et n’arrive pas a` en sortir.
La figure 1.19 pre´sente une autre strate´gie : T b(1 000) est calcule´e en prolongeant la
droite qui relie T b(0) a` T b(500). Cette fois la convergence est tre`s bonne, mais elle est un
peu “facile” car ce choix de l’e´bauche est tre`s proche de la solution vraie, puisqu’il s’agit
d’une fonction sinus tre`s re´gulie`re, bien approche´e par sa tangente.
Nous avons donc proce´de´ a` un autre type d’expe´riences, a` savoir assimiler globalement
(ie directement sur [0; 20, 000]) une tempe´rature re´elle qui ne soit pas un sinus mais une
perturbation d’un sinus, en prenant comme e´bauche une fonction sinuso¨ıdale proche. Ceci
a donne´ de bons re´sultats (non montre´s ici). Ensuite, nous avons cherche´ a` augmenter la
tempe´rature de re´fe´rence afin qu’elle soit plus re´aliste. Nous l’avons donc fait augmenter
jusqu’a` [−6◦C; 2◦C], et nous pre´sentons les re´sultats obtenus a` la figure 1.20. Au-dela` de
ces tempe´ratures la reconstruction marche tre`s mal. Ceci peut s’expliquer aise´ment par
le fait que lorsque la tempe´rature est e´leve´e, dans la deuxie`me partie de la pe´riode, la
calotte se de´glace, autrement dit elle perd de la masse par fusion. Le proble`me ici est que
n’importe quelle tempe´rature au-dela` d’un certain seuil peut permettre d’expliquer cette
de´glaciation : on n’a donc plus unicite´ du minimum global, donc perte de controlabilite´,
ce qui explique nos difficulte´s.
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1.2.6 Initialisation d’un mode`le grande e´chelle par filtrage ETKF
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article soumis [22], dans le cadre
du travail de the`se de B. Bonan, en collaboration avec C. Ritz et V. Peyaud du LGGE.
Pre´sentation
Cet article s’inte´resse au proble`me de la contribution des calottes polaires au change-
ment de niveau des mers, comme de´crit dans le paragraphe 1.2.2, a` savoir : comment tenir
compte des observations disponibles pour construire un bon e´tat initial, en vue de faire
des pre´visions de volume de glace gagne´ ou perdu par la calotte. Dans le paragraphe 1.2.2
on a pre´sente´ le proble`me, les observations disponibles, et les travaux passe´s sur le sujet.
Ici on va s’inte´resser a` ce proble`me d’initialisation dans le contexte suivant :
 me´thode d’assimilation moderne (filtre de Kalman d’Ensemble ETKF) ;
 mode`le grande e´chelle SIA, pour le moment en 2D le long d’une ligne d’e´coulement ;
 inversion simultane´e du coefficient de frottement β(x) ainsi que du socle rocheux
Bsoc(x).
Le mode`le choisi est la SIA en 2D x, z, et plus pre´cise´ment les e´quations (1.10) pour la
conservation de la masse, avec f˙ = 0, les e´quations (1.11,1.12,1.13) pour la dynamique
(avec vitesse de glissement SIA), et enfin les e´quations (1.16) a` (1.19) pour le bilan de
masse en surface.
Pour le moment, l’utilisation de la SSA (1.15) pour calculer la vitesse de glissement
Uslid ne fonctionne pas encore, on se heurte je pense a` des proble`mes de controlabilite´ de´ja`
e´voque´s plus haut : la vitesse totale U se de´compose en une partie de de´formation qui
de´pend fortement de Bsoc et une partie de glissement qui de´pend fortement de β, de sorte
que deux couples distincts Bsoc, β peuvent mener a` deux couples distincts Udef,Uslid qui
me`nent a` la meˆme vitesse totale U . On re´fle´chit actuellement a` des moyens de lever ce
proble`me, mais en attendant, les re´sultats pre´sente´s ici se contentent du mode`le SIA.
L’usage d’un mode`le en ligne d’e´coulement plutoˆt que d’un mode`le 3D n’est pas res-
trictif d’un point de vue me´thodologique. En effet, le code 2D utilise´, Winnie, est un
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Figure 1.21 – Etat vrai (reference state) et e´bauche (background state) pour la ge´ome´trie
(a` gauche) et le coefficient de frottement basal (a` droite). L’axe x repre´sente l’e´tendue de
la calotte, en kilome`tres. A gauche, l’altitude de surface S(x) est la meˆme pour l’e´bauche
et la re´fe´rence.
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Initial ice sheet ensemble (Ne = 50)
Figure 1.22 – Exemple de membres de l’ensemble de de´part pour l’ETKF, pour les
variables de topographie du socle Bsoc(x) et d’altitude de surface S(x). Pour des raisons
de lisibilite´ on n’a dessine´ ici que 50 e´le´ments de l’ensemble.
prototype du code 3D GRISLI (Ritz et al., 2001), et on l’utilise pour des validations
me´thodologiques comme notre travail. Le passage a` GRISLI ne poserait de proble`me qu’en
termes de temps de calcul, puisqu’il est nettement plus couˆteux. Cependant, les possibilite´s
de paralle´lisation des algorithmes d’EnKF font que le passage a` GRISLI sera envisageable
dans un avenir proche.
Me´thodes
La me´thode d’assimilation est le filtre ETKF, de´crit au paragraphe 1.1.5. On effectue
des expe´riences jumelles pour valider le filtre, la figure 1.21 pre´sente l’e´tat vrai et l’e´bauche
choisie pour Bsoc(x), S(x) et β(x) qui sont nos variables et parame`tres de controˆle. La
re´fe´rence est une ligne d’e´coulement du Groenland, en coupe entre l’est et l’ouest, choisie
de telle sorte que les extre´mite´s de cette ligne soient dans des glaciers e´missaires rapides
(Jakobshavn a` l’ouest). En pratique, on a choisi des erreurs assez re´alistes entre la re´fe´rence
et l’e´bauche. L’article de´taille la construction et le choix de ces valeurs.
Les e´le´ments de l’ensemble de de´part sont ge´ne´re´s comme des re´alisations d’une loi
gaussienne de moyenne l’e´bauche et de matrice de covariance donne´e. Pour le socle rocheux,
la matrice de covariance est donne´e par un couple Σ,C de variances/corre´lations. Les
variances sont choisies de manie`re re´aliste, plus grandes a` l’inte´rieur du domaine la` ou`
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ETKF result for ice sheet (ensemble size = 100)
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Figure 1.23 – Topographie du socle reconstitue´ apre`s 20 ans d’analyse ETKF sans (a`
gauche, pour un ensemble a` 100 e´le´ments) ou avec (a` droite, pour des ensembles a` 30, 50
et 100 e´le´ments) inflation/localisation.
l’e´bauche est tre`s mauvaise et plus petites sur les bords. Les corre´lations sont isotropes,
elles sont donne´es par une fonction de corre´lation qui est une somme de deux gaussiennes,
pour capturer les corre´lations grande et petite e´chelles. On proce`de de manie`re similaire
pour β(x) et S(x) (voir le papier pour plus de de´tails). La figure 1.22 pre´sente un exemple
de membres de l’ensemble.
Les observations sont ge´ne´re´es une fois par an pendant 20 ans (on effectue ainsi 20
e´tapes d’analyse dans le filtre ETKF). On observe alors la surface S(x) et la vitesse de
surface Us(x) en chaque point de grille (c’est-a`-dire tous les 5 kilome`tres). On observe le
socle Bsoc tous les 60 kilome`tres (tous les 30 points de grille). Ces observations sont alors
bruite´es de manie`re re´aliste, par un bruit blanc gaussien dont l’e´cart-type est de 2 me`tres
pour S, de 3 me`tres/an pour Us et de 20 me`tres pour Bsoc.
Re´sultats nume´riques
Ici nous travaillons avec la version fortran 95 de Winnie.
Ensemble de grande taille. On effectue tout d’abord une expe´rience de validation de
la me´thode avec un grand ensemble (taille Ne = 1000), afin de ne pas avoir a` ge´rer tout de
suite les proble`mes lie´s au sous-e´chantillonnage. Pour cette expe´rience, les re´sultats sont
tre`s bons : l’erreur RMS pour le socle passe de 207m pour l’e´bauche a` 46m apre`s 20 ans
d’ETKF. Pour β on a e´galement une bonne reconstruction, cependant les erreurs RMS
n’ont pas beaucoup de sens : en effet, au dela` d’une certaine valeur l’effet de β est l’absence
de glissement, le mode`le ne peut donc distinguer entre β = 106 ou 107. On regarde donc
plutoˆt l’effet de l’assimilation sur la contrepartie “utile”, a` savoir les vitesses de glissement.
En l’occurrence, les erreurs RMS ne sont pas beaucoup re´duites, on passe de 238 m/an
a` 230 m/an apre`s 20 ans. Cependant, ceci masque les bons re´sultats sur la quasi totalite´
de la calotte, a` l’exception de quelques points mal restitue´s aux alentours de x = 1000.
En ces points, la dynamique est tre`s singulie`re, de sorte que l’approximation SIA n’est
plus valide, et le filtre a e´galement du mal a` reconstituer β. On renvoie au papier pour les
figures.
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Ensemble de petites tailles. On passe ensuite a` des ensembles de plus petites tailles,
afin de se placer dans un cadre re´aliste pour les futures expe´riences avec un mode`le 3D.
On effectue donc des expe´riences avec Ne = 100, 50 et 30. Pour ces tailles de filtre il est
ne´cessaire de mettre en place des strate´gies d’inflation et de localisation. On voit en effet
sur la figure 1.23 a` gauche que, sans c¸a, les re´sultats avec Ne = 100 sont mauvais. On
constate meˆme une augmentation de 50% de l’erreur RMS pour le socle au bout de 20
analyses.
On a donc mis en place l’inflation et la localisation (voir le papier pour les de´tails).
Les re´sultats, au moins pour la topographie du socle, sont bien meilleurs. La figure 1.23 (a`
droite) pre´sente les socles obtenus apre`s 20 analyses, on voit une nette ame´lioration par
rapport a` l’e´bauche, meˆme pour des petites tailles d’ensemble.
Pour les vitesses de glissement, les performances du filtre sont moins claires. Elles sont
raisonnablement bonnes sur la plupart de l’e´tendue de la calotte, mais le sont moins dans
certaines zones, qui sont celles ou` le mode`le lui-meˆme semble eˆtre en difficulte´. Ceci vient
probablement du fait que la ligne d’e´coulement choisie passe par des glaciers e´missaires
rapides ainsi que des zones de montagne au relief chahute´, et que la SIA est en de´faut
dans ces conditions. Malgre´ cela, la re´partition entre vitesse de glissement / vitesse de
de´formation est tout de meˆme meilleure apre`s assimilation.
1.2.7 Initialisation grande e´chelle par me´thode variationnelle
Ce paragraphe pre´sente un travail en cours, qui a e´te´ pre´sente´ oralement a` l’EGU en
2012, non encore re´dige´.
Mode`les et configuration
En collaboration avec C. Ritz (LGGE), nous avons e´galement e´tudie´ ce proble`me de
l’identification conjointe du socle et du coefficient de frottement par une me´thode varia-
tionnelle, dans une configuration un peu plus complexe que la pre´ce´dente. Nous travaillons
e´galement avec le code Winnie (fortran), toujours en 2D (x, z), toujours avec la SIA (1.10
a` 1.12) mais cette fois nous la combinons avec la SSA pour obtenir la contribution Uslid
(1.15). Le bilan de masse est le meˆme, donne´ par les e´quations (1.16 a` 1.19). La topogra-
phie du socle rocheux utilise´e pour les expe´riences jumelles est e´galement diffe´rente, elle
se base sur une ligne d’e´coulement re´elle du Groenland, telle qu’indique´e a` la figure 1.24.
Pour le mode`le adjoint, nous utilisons le de´rivateur automatique TAPENADE (Hascoe¨t
and Pascual, 2013). Les tests de validation montrent une grande sensibilite´ de la qualite´ du
re´sultats aux divers choix d’e´bauche pour le socle et le coefficient de frottement, sugge´rant
de fortes non-line´arite´s.
On subodore e´galement un proble`me de non-controˆlabilite´ ici, car comme on a pu le
dire plus haut, on n’a en ge´ne´ral pas unicite´ dans les couples (Bsoc, β) qui produisent un
jeu d’observations de vitesses et d’altitudes donne´.
Expe´riences jumelles
A l’heure actuelle, l’identification conjointe de Bsoc et de β ne marche pas, nous
pre´sentons donc ci-dessous les re´sultats positifs, en assimilant d’abord le socle puis la
friction.
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Figure 1.24 – Ligne d’e´coulement choisie, au Groenland. En haut a` gauche la topographie
(estime´e) du socle rocheux, zoome´e en bas autour du canyon du Jakobshavn. En haut a`
droite l’altitude de la surface de la calotte.
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Figure 1.25 – Expe´rience d’identification du socle rocheux : socles obtenus pour l’e´bauche,
la re´fe´rence, l’analyse, et les observations.


















Figure 1.26 – Expe´rience d’dentification du coefficient β : De´croissance de la fonction
couˆt et de son gradient au cours des ite´rations de minimisation.
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Comme pre´ce´demment on effectue des expe´riences jumelles. On se donne un e´tat vrai
que l’on utilise pour ge´ne´rer des observations de vitesses de surface, socle et altitude de
surface. On ajoute ensuite un bruit aux observations :
 pour le socle : 20 me`tres dans les zones coˆtie`res et 100 me`tres a` l’inte´rieur des terres,
ce qui est infe´rieur a` la re´alite´ pour le moment ;
 pour le frottement : on e´crit β = 10α et on prend une erreur de 1 pour α.
Pour ce qui est de l’e´bauche, on utilise les vitesses en surface et l’e´quation de la SIA
pour estimer β, et on prend pour le socle le minimum des valeurs donne´es sur la carte de
socle dans un rayon de 20 kilome`tres autour du point conside´re´ sur la ligne d’e´coulement.
On proce`de ensuite en deux e´tapes :
1. On fixe β a` l’e´bauche, on estime le Bsoc.
2. Avec le socle obtenu, on identifie β
Premie`re e´tape : identification du socle. La figure 1.25 pre´sente le re´sultat obtenu.
Cette e´tape consiste essentiellement en un lissage des observations. On peut en effet e´crire








Elle est quadratique, son gradient est explicite :
∇J(B) = GTR(GB −Bobs) + εC(B −B1st guess)





(GTRBobs + CB1st guess)
En pratique on n’a pas calcule´ directement le socle avec la formule ci-dessus mais on a
utilise´ un algorithme de 4D-Var avec l’adjoint donne´ par TAPENADE.
Deuxie`me e´tape : identification de la friction. Dans un deuxie`me temps, on a iden-
tifie´ α = log10(β). La figure 1.26 montre la de´croissance de la fonction couˆt et de son
gradient. La table suivante montre les erreurs RMS apre`s l’assimilation et confirme la
convergence :
β α erreur sur les vitesses en surface
avant assimilation 74% 16% 18
apre`s assimilation 9% 1% 0.007




La suite du travail consistera a` e´tudier puis lever la non-controˆlabilite´, en vue d’assi-
miler conjointement les deux variables.
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1.3 Assimilation de donne´es lagrangiennes en oce´ano-
graphie
L’assimilation de donne´es lagrangiennes en oce´anographie a fait l’objet de mon travail
de the`se [0]. Dans ce paragraphe, on rappelle brie`vement les re´sultats obtenus pendant la
the`se [1] [3] [12] [13], puis on explique l’extension qui en a e´te´ faite en collaboration avec
A. Vidard et C. Chauvin, pendant son post-doctorat [24].
1.3.1 Pre´sentation du proble`me
Les donne´es lagrangiennes
Comme on l’a vu au paragraphe 1.1.2, l’assimilation variationnelle est d’abord ne´e en
me´te´orologie. Elle a ensuite e´te´ introduite en oce´anographie (Thacker and Long, 1988;
Sheinbaum and Anderson, 1990) et est de´sormais utilise´e largement, en particulier en
oce´anographie ope´rationnelle (Brasseur et al., 2005). Les donne´es lagrangiennes sont un
type particulier de donne´es dont l’assimilation a commence´ plus re´cemment. Traditionnel-
lement, les observations disponibles en oce´anographie sont de deux sortes : in-situ (navires,
boue´es, mouillages), ou satellitales. Les donne´es satellitales offrent une grande quantite´
d’information, avec une bonne couverture spatiale et temporelle. Leur arrive´e a grande-
ment ame´liore´ notre connaissance de l’oce´an et a permis la mise en place de syste`mes
ope´rationnels de pre´vision de l’oce´an. Cependant, ces donne´es concernent essentiellement
la surface de l’oce´an, ou tout au moins ses premiers me`tres. Les donne´es in-situ, bien moins
nombreuses et ine´galement re´parties dans le temps et dans l’espace, permettent d’avoir une
information sur les zones plus profondes de l’oce´an, et comple`tent donc les donne´es satel-
litaires. Les observations lagrangiennes sont de ce type : il s’agit des positions de flotteurs
de´rivants dans l’oce´an. Il existe plusieurs types de flotteurs de´rivants. Certains sont suivis
en profondeur par un syste`me acoustique, mais ceci implique un de´ploiement technique
important et seules quelques campagnes localise´es ont pu eˆtre effectue´es. D’autres de´rivent
en surface, mais dans ce cas ils sont extreˆmement sensibles aux conditions me´te´orologiques
et leur utilisation dans un mode`le purement oce´anique est complexe. Le dernier type de
flotteur est celui des flotteurs Argo (ou Med-Argo en Me´diterrane´e) : ces flotteurs de´rivent
a` une profondeur de parking d’environ 1,000 me`tres, et tous les dix jours (5 jours en
Me´diterrane´e) ils plongent a` 2 000 me`tres puis remontent en surface en mesurant un pro-
fil vertical de tempe´rature et salinite´. Arrive´s en surface, ils sont localise´s par GPS et
transmettent leurs donne´es. Lorsque j’ai commence´ ma the`se, ces flotteurs e´taient essen-
tiellement utlise´s pour leurs donne´es de tempe´rature et salinite´, et la question d’utiliser
l’information contenue dans leurs positions commenc¸ait tout juste a` se poser (O¨zgo¨kmen
et al., 2000; Ide et al., 2002; Kuznetsov et al., 2003).
Rappel des travaux ante´rieurs
L’utilisation des trajectoires / positions de flotteurs lagrangiens est effectue´e de deux
manie`res diffe´rentes : soit en les utilisant pour obtenir des informations sur les vitesses
eule´riennes des courants (me´thode des pseudo-observations), soit en les assimilant direc-
tement (par filtrage de Kalman ou me´thode variationnelle). Cette distinction a lieu car a
priori les positions de flotteurs de font pas partie des variables d’e´tat d’un mode`le d’oce´an,
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qui sont en ge´ne´ral la tempe´rature T , la salinite´ S, les vitesses horizontales (u, v) et la
surface libre de l’oce´an η. La relation entre les variables d’e´tat du mode`le et les positions
est non-line´aire (elle suppose la re´solution d’une e´quation d’advection), contrairement a`
la plupart des observations utilise´es en oce´anographie (qui sont des observations directes
de u, v, T , S et/ou η).
La me´thode des pseudo-observations consiste donc a` transformer les positions des flot-
teurs en information de vitesse, par une simple formule de taux d’accroissement, et ensuite
d’utiliser ces vitesses comme de nouvelles observations dans un syste`me de pre´vision. Cette
me´thode assez simple a e´te´ utilise´e avec succe`s, en particulier pour des e´tudes avec des
donne´es re´elles en Me´diterrane´e, voir Chang et al. (2011); Molcard et al. (2006); Nilsson
et al. (2011); Taillandier et al. (2006, 2008).
Par ailleurs, l’assimilation directe a e´galement e´te´ e´tudie´e. Contrairement a` la me´thode
des pseudo-observations, la me´thode permet d’utiliser directement les observations. Pour
cela, il suffit soit d’utiliser un ope´rateur d’observation complexe, soit d’ajouter au mode`le
l’advection des flotteurs (ce qui revient au meˆme). Ceci a e´te´ effectue´ avec des me´thodes de
filtrage de Kalman, puis filtrage de Kalman d’Ensemble (voir Ide et al. (2002); Kuznetsov
et al. (2003); Salman et al. (2006)), et e´galement par me´thode variationnelle (voir mes
travaux [0] [1] [12] [13]), dans le mode`le OPA (Madec et al., 1998).
1.3.2 Assimilation lagrangienne dans un contexte ope´rationnel
Le syste`me ope´rationnel NEMOVAR
Les travaux d’assimilation directe e´voque´s pre´ce´demment ont e´te´ re´alise´s dans un cadre
ide´alise´, soit avec des mode`les simplifie´s, soit avec des mode`les re´alistes mais dans des
configurations simplifie´es. Le travail pre´sente´ ici [24] pre´sente une imple´mentation dans
le mode`le ope´rationnel NEMO/NEMOVAR. NEMO (Madec (2008)) est une plateforme
de mode´lisation de l’oce´an, pour la recherche et l’ope´rationnel, qui fait suite au mode`le
d’oce´an OPA (Madec et al. (1998)). L’initiative NEMOVAR regroupe les outils autour de
l’assimilation variationnelle dans NEMO (Mogensen et al., 2009; Vidard et al., 2010, 2012),
et est actuellement utilise´ en ope´rationnel a` l’ECMWF et au Met-Office au Royaume-Uni,
ainsi qu’a` disposition de la communaute´ recherche.
Dans NEMOVAR sont disponibles : le mode`le tangent et l’adjoint (NEMOTAM, Vi-
dard et al. (2010)), des imple´mentations d’algorithmes variationnels (3D-FGAT et 4D-Var
incre´mentaux), ainsi que plusieurs cas-tests (applications a` diffe´rentes e´chelles : locale,
re´gionale, globale). On renvoie le lecteur au projet VODA 12 et a` Vidard (2012) pour plus
de de´tails.
La configuration utilise´e ici, appele´e SQB (Cosme et al. (2010)), est celle d’un oce´an
ide´alise´ aux latitudes moyennes, avec une re´solution dite de me´so-e´chelle de 1/4◦, force´e
par un vent de surface constant, de manie`re a` obtenir une circulation en double-gyre. On
a ainsi un jet central instable et de la turbulence me´so-e´chelle semblable a` celle que l’on
trouve autour du Gulf-Stream.
Ope´rateur d’observation pour les flotteurs lagrangiens
Comme on l’a dit plus haut, le vecteur d’e´tat dans l’oce´an est compose´ des variables
(u, v, T, S, η). L’ope´rateur d’observation pour les flotteurs fait le lien entre les variables
12. http://voda.gforge.inria.fr
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Figure 1.27 – Trajectoires de 100 flotteurs pendant deux mois, pour la configuration SQB
utilise´e, entre les longitudes −60◦W,−30◦W et les latitudes 24◦N, 44◦N .
d’e´tat (ici u et v) et les variables observe´es, qui sont les positions d’un flotteur d’e´rivant
a` profondeur fixe´e z0, que l’on note X0,X1, . . . ,Xm en m temps d’observation dans la
feneˆtre d’assimilation [0, T ]. De´finir l’ope´rateur d’observation revient donc a` construire la
trajectoire sur [0;T ], en utilisant la vitesse du mode`le U(t, x) = (u, v) et la position initiale
X0 a` la profondeur z0. L’e´quation que l’on conside`re est la suivante :
dX
dt
= U(t, (X (t), z0)),
X (t0) = X0.
Code direct. On la discre´tise par un sche´ma saute-mouton :
1. initialisation { X0 donne´,
U0 = I(U0,X0).
{ X1 = X0 +∆tU0,
U1 = I(U1,X1).
2. pour tk, k = 2, . . . , n : {
Xk = Xk−2 + 2∆tUk−1,
Uk = I(Uk,Xk).
Le pas de temps ∆t est e´gal (ou un multiple) au pas de temps du mode`le d’oce´an.
L’ope´rateur I(U,X ) est un ope´rateur d’interpolation destine´ a` approcher la valeur exacte
de U(t,X ). En effet, dans le mode`le discret U est un vecteur disponible a` chaque pas de
temps sur la grille de calcul, alors que le flotteur lui de´rive en ge´ne´ral hors des points
de grille. On suppose pour simplifier que z0 est une des profondeur de la grille (voir [24]
pour le cas ge´ne´ral). Dans ce cas, l’interpolation consiste a` identifier les 4 points de grille
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La figure 1.27 pre´sente cent trajectoires de flotteurs ainsi construites, pour deux mois
de de´rive dans la configuration SQB. Ces trajectoires mettent bien en e´vidence le caracte`re
chaotique de l’e´coulement, puisqu’on peut voir des flotteurs proches au de´part emprunter
des trajectoires diffe´rentes, notamment dans la zone autour de la latitude 34◦N et de
longitudes entre -60 et -40◦W, qui est celle du jet.
Code tangent. Pour le code tangent, on de´rive le code saute-mouton :
δXk = δXk−2 + 2∆t δUk−1,
δUk = I(δUk,Xk) + δXk. ∂I
∂Xk (Uk,Xk).
On voit ici qu’il est ne´cessaire de pouvoir de´river l’ope´rateur d’interpolation I. Sa de´rive´e
par rapport a` U est simple, car I est line´aire en U . Par contre, par rapport a` la position
c’est plus complexe, et tout repose sur un bon choix de la me´thode pour calculer les
poids ai. On utilise pour cela la me´thode propose´e par Daget (2006), qui est une me´thode
ite´rative qui a l’avantage d’eˆtre a` la fois pre´cise pour l’interpolation, et assez aise´ment
de´rivable par rapport aux ai. On renvoie a` [24] pour les de´tails.
Quelques re´sultats nume´riques
On renvoie au document [24] pour la description et la validation des algorithmes
3D-FGAT et 4D-Var incre´mental (et aux sections 1.1.2 et 1.1.3 pour un rappel sur ces
algorithmes). On effectue des expe´riences de 15 ou 30 jours, dans notre configuration
ide´alise´e mais re´aliste, sur le principe des expe´riences jumelles : un e´tat vrai est choisi, il
nous sert a` ge´ne´rer des observations. Pour le choix des observations, nous avons reproduit
ce qui e´tait disponible dans la zone re´elle de SQB au mois de janvier 2010 :
 49 profileurs de´rivent a` environ mille me`tres de profondeur, et mesurent des profils
verticaux de tempe´rature et salinite´ entre 2 000 m et 200 m. On dispose pour ce mois
de 84 profils en tout. Les observations associe´es sont note´es PRF.
 Le satellite ENVISAT mesure pe´riodiquement les anomalies de hauteur d’eau note´es
SLA dans la suite. On dispose d’environ 12800 mesures pendant un mois sur tout la
zone.
 Enfin, chaque flotteur donne sa position tous les 10 ou 15 jours, on note ces obser-
vations LAG.
Le document [24] montre que l’assimilation des profils PRF et de la hauteur d’eau SLA
fonctionne bien et que ces deux types d’informations sont comple´mentaires. On pre´sente ici
simplement les re´sultats associe´es aux donne´es lagrangiennes LAG. La figure 1.28 pre´sente
les erreurs RMS pour les 5 variables T , U , V , eke (e´nergie cine´tique turbulente) et η soit
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Figure 1.28 – Comparaison des erreurs RMS pour les 5 variables T , U , V , eke and η.
Trois expe´riences sont compare´es a` l’e´bauche (bleu) : 3D-FGAT avec des observations de
profils et de hauteur d’eau (rouge), 4D-Var incre´mental avec des observations de profils et
de hauteur d’eau (jaune) puis avec en plus des observations lagrangiennes (noir).
pour l’e´bauche (pas d’assimilation), soit pour les observations PRF+SLA (en 3D-FGAT et
en 4D-Var incre´mental), soit en 4D-Var incre´mental pour PRF+SLA+LAG. On constate
alors que l’ajout des observations lagrangiennes n’ame´liore pas les erreurs RMS, et les
de´grade meˆme le´ge`rement pour la tempe´rature et l’e´nergie cine´tique turbulente. On peut
proposer plusieurs explications a` ceci : d’abord, l’assimilation des donne´es “grande e´chelle”
PRF et SLA introduit dans l’incre´ment d’analyse des phe´nome`nes petite e´chelle qui vont
pertubrer les trajectoires des flotteurs et donc perturber la minimisation. D’autre part,
on utilise ici un algorithme incre´mental, qui suppose donc de line´ariser le mode`le, avec
une feneˆtre d’assimilation de 15 jours. On voit dans le document [24] que la dure´e de
validite´ de l’hypothe`se line´aire tangent de´pend des observations conside´re´es : elle est assez
longue pour les variables d’e´tat (plus de 30 jours), mais pour les positions de flotteurs
elle serait plutoˆt de l’ordre de 8 jours, ce qui est infe´rieur a` la dure´e entre deux releve´s
de position et qui pose sans doute un proble`me ici. Cependant, ce choix de 15 jours est
un compromis entre cette hypothe`se line´aire tangent (plus c’est court, mieux c’est) et le
nombre de donne´es (plus la feneˆtre est longue, plus on a d’observations).
On voit ne´amoins un gain de l’assimilation des positions lagrangiennes quand on com-
pare les distributions des tempe´ratures observe´es et pre´dites. Pour cela, on pre´sente en
figure 1.29 deux types de diagrammes statistiques. Dans la colonne de gauche, on dessine
simplement le nuage des points forme´s par une observation de tempe´rature d’un profi-
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Figure 1.29 – Diagrammes statistiques pour la tempe´rature des profils, pour les diffe´rentes
expe´riences d’assimilation (en ligne : profils seuls en haut, avec hauteur d’eau au mi-
lieu, et en ajoutant les observations lagrangiennes en bas). A gauche, le nuage des points
tempe´rature observe´e / tempe´rature pre´dite, pour chaque point de mesure de profil. A
droite, diagramme quantile-quantile pour les tempe´ratures observe´es / pre´dites.
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leur (en ordonne´e) et la pre´vision de tempe´rature de ce meˆme profileur (en abscisse). La
proximite´ avec la droite d’e´quation y = x montre la fiabilite´ de la pre´diction par rapport
aux observations associe´es. Dans la colonne de gauce, on dessine un diagramme quantile-
quantile (QQ plot). Pour cela on classe par ordre croissant toutes les observations de
tempe´rature, puis toutes les tempe´rature pre´vues aux meˆmes points. Ensuite on associe
la plus petite tempe´rature observe´e a` la plus petite pre´dite et on dessine le point sur
le graphe. On proce`de de meˆme pour la deuxie`me plus petite valeur et ainsi de suite.
Cela revient a` dessiner les quantiles de la distribution observe´e en fonction de ceux de la
distribution pre´dite. La proximite´ a` la droite y = x montre l’ade´quation entre les deux
distributions. Pour ce type de diagnostique on a pu voir l’avantage de l’assimilation des
donne´es lagrangiennes : l’ade´quation observation/pre´vision est meilleure avec l’ajout des
positions lagrangiennes, en particulier pour les extreˆmes valeurs de la tempe´rature. Ce-
pendant, le document pre´sente les meˆmes diagrammes pour les valeurs de η et celles-ci
sont au contraire de´grade´es par l’assimilation des observations lagrangiennes.
Ces re´sultats en demi-teinte font que nous avons renonce´ a` essayer d’appliquer cette
me´thode a` des donne´es re´elles et que j’ai mis de coˆte´ cette direction de recherche pour le
moment.
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Figure 1.30 – Se´quence Meteosat, avril 2008, 6h entre chaque image (source :
Me´te´oFrance).
1.4 Assimilation de se´quences d’images
L’assimilation de se´quences d’images est tre`s proche conceptuellement de l’assimilation
lagrangienne, comme on va le voir ci-dessous, je m’y suis donc inte´resse´e naturellement
en arrivant dans l’e´quipe MOISE, ou` A. Vidard, F.-X. Le Dimet et leurs (post-)doctorants
(O. Titaud, I. Souopgui) travaillaient de´ja` sur le sujet. Ce paragraphe pre´sente d’abord les
spe´cificite´s des images et fait le point sur l’e´tat de l’art de l’assimilation dans ce domaine,
en particulier les travaux ante´rieurs dans l’e´quipe MOISE. Enfin, je pre´sente les travaux
en cours [23] dans le cadre de la the`se de V. Chabot, que je co-encadre avec A. Vidard
(ainsi que les papiers de confe´rences [19] et [20], avec N. Papadakis et A. Makris).
1.4.1 Se´quences d’images : inte´reˆts et difficulte´s
Les se´quences d’images sont un type particulier d’observations, que l’on utilise (ou
voudrait utiliser) en assimilation de donne´es dans diffe´rents domaines : me´te´orologie,
oce´anographie, mais aussi glaciologie, agronomie, sismologie, biologie, me´decine, etc. Le
travail que l’on pre´sente dans [19], [20] et [23] est destine´ a` la me´te´orologie et a` l’oce´a-
nographie, donc les exemples sont restreints a` ces domaines.
Les se´quences d’images ont a` la fois des avantages et des inconve´nients si on veut les
utiliser en assimilation de donne´es.
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Figure 1.31 – New Zealand Eddies. (source : image MODIS)
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Figure 1.32 – Nuage lenticulaire. Le nuage semble stationnaire au dessus de la montagne,
tandis qu’en re´alite´ il y a un fort vent horizontal la` ou` il se trouve.
Un gros potentiel informatif, mais difficilement exploitable. Du coˆte´ des avantages,
ce sont des donne´es qui manifestement ont un grand potentiel informatif. Il suffit pour s’en
convaincre de regarder la figure 1.30, qui pre´sente une se´quence de quatre images Meteosat
successives (espace´es de six heures) : on y voit clairement le de´placement de fronts, et un
pre´visionniste averti peut tirer de cette se´quence des informations pre´cieuses.
Cependant, il est difficile d’utiliser ces images telles quelles dans les syste`mes de
pre´vision environnementaux. En effet, ce ne sont pas toujours des variables d’e´tat du
mode`le, tout comme les donne´es lagrangiennes. Ce sont un reflet 2D de processus 3D im-
pliquant d’autres variables (traceur passif ou actif : humidite´, tempe´rature, chlorophylle,
etc.), et cela ne´cessite donc des ope´rateurs d’observations complexes, incluant la re´solution
d’e´quations aux de´rive´es partielles (comme pour les observations lagrangiennes).
De plus, comme pour les observations lagrangiennes, les images sont le reflet de pro-
cessus multi-e´chelle, et en particulier de processus de petite e´chelle, qui ne sont pas re´solus
par le mode`le.
Une grande quantite´ de donne´es, mais de qualite´ discutable. Les satellites four-
nissent chaque jour une grande quantite´ d’images, que ce soient des satellites ge´ostation-
naires ou a` orbite polaire. Cependant, les images produites sont composites, c’est-a`-dire
qu’elles sont la combinaison de plusieurs cliche´s. Par exemple, MeteoSat met quinze mi-
nutes pour produire une image cliche´ par cliche´. L’image composite obtenue est donc bien
homoge`ne en terme de date. A l’oppose´, les images de hauteur de l’oce´an sont produites
par un satellite a` orbite polaire qui peut mettre plusieurs jours pour couvrir une zone
donne´e. L’image composite obtenue contient donc des images produites a` des instants
diffe´rents. On voit facilement que ceci peut poser des proble`mes en assimilation, avec des
inconsistances a` la fois dans les donne´es et entre mode`le et donne´es, dont les dates ne
correspondent pas.
De plus, et notamment en oce´anographie, il y a souvent des “trous” dans les images,
a` cause de l’occultation par les nuages, comme on peut le voir sur la figure 1.31 de chlo-
rophylle autour de la Nouvelle-Ze´lande.
En me´te´o, la de´termination de l’altitude des nuages a` partir d’images 2D est e´galement
un sujet de discussion.
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Un autre proble`me commun a` la me´te´o et a` l’oce´ano est celui de l’aliasing (repli de
spectre en franc¸ais). L’aliasing est le fait que le mouvement apparent donne´ par les images
peut eˆtre tre`s diffe´rent du mouvement re´el. On peut penser par exemple au mouvement
d’une roue de voiture dans une capture cine´matographique a` 24 images par seconde. Un
autre exemple est celui des nuages lenticulaires, dont l’immobilite´ contraste avec le fort
vent horizontal, voir la figure 1.32.
1.4.2 Rappel des travaux ante´rieurs
Pseudo-observations
Actuellement, les donne´es ne sont pas utilise´es directement dans les syste`mes de pre´-
vision me´te´o, mais elles sont transforme´es en une information (appele´e pseudo-observation)
pouvant eˆtre exploite´e en assimilation de donne´es. On explique brie`vement ci-dessous de
quoi il s’agit, et on renvoie a` Vidard (2012); Souopgui (2010) pour plus de de´tails et de
re´fe´rences sur le sujet.
Bogus. La plus simple des me´thodes consiste a` suivre des structures dans la se´quence
d’images, et a` les assimiler comme des donne´es de position dans le mode`le. Historiquement
fait a` la main, ce suivi de structures connait maintenant des automatisations (Michel and
Bouttier, 2006), applique´ a` la vorticite´ potentielle dans Michel (2011). De la meˆme manie`re,
Thomas et al. (2010) proce`dent au suivi de cellules convectives par me´thode level set.
Atmospheric Motion Vectors (AMV). D’autres fac¸on de cre´er des pseudo-observations
consistent a` utiliser la se´quence d’images pour en de´duire un champ de vitesse apparente,
qui pourra eˆtre ensuite assimile´, voir par exemple Schmetz et al. (1993). L’ide´e est simi-
laire a` celle de la PIV (Particle Image Velocimetry, voir Wikipedia pour une introduction
et Adrian (1991) pour l’article de re´fe´rence). L’ide´e est de mettre des particules dans le
fluide, qui seront visibles sur les images. Ensuite, il s’agit d’identifier chaque particule et
de la suivre dans la se´quence d’images pour obtenir un vecteur vitesse. Ceci se fait par une
me´thode statistique de corre´lation-croise´e, afin de chercher quelle particule correspond a`
celle recherche´ dans les images. Les AMV sont obtenus de la meˆme manie`re, les nuages
atmosphe´riques jouant alors le jeu de particules dans le flot.
Flot optique. Le flot optique est une autre gamme de me´thodes pour identifier un
champ de vitesse apparente. L’ide´e est de chercher un champ de vecteur w qui de´place les
images tout en conservant la luminosite´ I (Horn and Schunck, 1981) :
∂tI +∇I.w = 0, I(0) = I0 (1.20)
Comme cette hypothe`se de luminosite´ constante ne fournit qu’une seule e´quation scalaire
et que l’on cherche un vecteur de´placement, le proble`me du flot optique admet une infinite´
de solutions (proble`me d’ouverture) et doit donc eˆtre re´gularise´, voir par exemple Auroux
and Fehrenbach (2010) pour une comparaison des re´gularisations. On peut aussi citer
Corpetti et al. (2002) qui interpreˆtent l’e´quation de conservation de la luminosite´ comme
une e´quation de continuite´ dans un fluide, et qui donne de meilleurs re´sultats pour des
images issus de fluides.
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Mode`le image. Comme le flot optique fournit un champ de vecteur entre deux images
successives, on n’a pas force´ment de cohe´rence dans le temps du champ de vitesse obtenu.
L’ide´e du mode`le image (Herlin et al., 2006) est d’ajouter a` l’e´quation du flot optique un
mode`le d’e´volution pour w :
∂tw =M(w), w(t = 0) = w0 (1.21)
ou` M est un mode`le dynamique 2D simplifie´ pour l’e´volution de w. Ensuite on minimise
la fonction couˆt :
J (w0) = ‖I − Iobs‖2 + re´gularisation
sous les contraintes (1.20,1.21).
Assimilation directe
L’assimilation de pseudo-observations pre´sente l’avantage d’eˆtre relativement facile a`
mettre en place dans un syste`me d’assimilation existant. Le proble`me est que la cre´ation
des pseudo-observations par la transformation des images ajoute des erreurs que l’on
maˆıtrise mal et qui sont en ge´ne´ral corre´le´es en espace.
On voudrait donc e´viter le recours aux pseudo-observations, et assimiler les images
directement en utilisant un ope´rateur d’observation ade´quat. Dans le formalisme du 4D-
Var, cela revient a` minimiser une fonction couˆt J = J o + J b compose´e d’un terme
d’observation et d’un terme d’e´bauche, sous la contrainte des e´quations du mode`le fluide.






ou` yo est le vecteur contenant la valeur de la luminosite´ de l’image et Rpix la matrice
de covariance d’erreur d’observation. La taille de yo est donc e´gal au nombre de pixels
de l’image. L’ope´rateur d’observation contient alors la fabrication de l’image a` partir des
variables d’e´tat du mode`le. Pour nous, cela consiste a` conside´rer la densite´ q d’un traceur
transporte´ par le fluide :
∂tq +∇q.U − ν∆q, q(t0) = q0 (1.22)
ou` U est le champ de vitesse 2D au niveau de l’image, ν est le coefficient de diffusion
choisi, et q0 est la concentration initiale (obtenue par exemple graˆce a` la premie`re image).
Par exemple, la figure 1.33 pre´sente une comparaison entre une observation et une image
ge´ne´re´e de la sorte par le mode`le.
Pour les premiers travaux sur le sujet, on peut citer Huot et al. (2010) et Papadakis
and Me´min (2008) (avec un ope´rateur d’observation diffe´rent de celui mentionne´ ci-dessus,
base´ sur l’e´quation du flot optique). Cette dernie`re e´tude a montre´ que l’assimilation
directe donnait de meilleurs re´sultats (dans un cas simple de flot 2D) que l’utilisation de
pseudo-observations de flot optique. Cependant, ce type de comparaison “pixel a` pixel”
entre le mode`le et l’image semble peu adapte´e, car elle ne tient pas du tout compte des
structures dans l’image. Ainsi, d’autres approches directes ont e´te´ mises en place, qui
tentent d’extraire les informations pertinentes dans les images.
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Figure 1.33 – Comparaison mode`le donne´es. A gauche, donne´es Meteosat, a` droite sortie
e´quivalente du mode`le de l’ECMWF (source : ECMWF).
De´composition multi-e´chelle. La premie`re approche est celle de Titaud et al. (2010);
Souopgui (2010), qui consiste a` de´composer l’image dans une base multi-e´chelle de curve-
lettes (Candes and Donoho, 2000; Candes et al., 2006) ou d’ondelettes (Mallat, 1998) et






ou` W est la transforme´e en ondelettes choisie.
Comme ces de´compositions multi-e´chelles ve´rifient une e´galite´ de type Parseval, la
distance multi-e´chelle est e´quivalente a` la distance pixel. L’ide´e des travaux ci-dessus est
de ne garder qu’une partie des coefficients. Ceci s’appelle le seuillage, et consiste a` ne
garder que les coefficients principaux, selon une re`gle a` de´terminer (par exemple les 5%
coefficients les plus importants de l’image, ou encore les 5% principaux a` chaque e´chelle,
etc.). Souopgui (2010) a montre´ que le choix du seuillage e´tait crucial dans l’assimilation




‖✶ΩI ◦W (q(t))− τ ◦W (yo(t))‖2R˜wav
ou` τ est le seuillage applique´ aux coefficients de l’image observe´e. Ceci permet de de´finir un
espace de travail ΩI sur lequel on projette l’image issue du mode`le, en vue de la comparer a`
l’observation. Dans notre e´tude, le seuillage consiste a` supprimer les plus petits coefficients.
Autre approche. Une autre fac¸on d’extraire de l’information relative aux structures
de l’image a e´te´ explore´e dans Titaud et al. (2011), qui fabriquent une carte de Structures
Lagrangiennes Cohe´rentes (LCS en anglais), lie´es aux exposants de Lyapunov du fluide
(voir Vidard (2012) pour une revue).
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1.4.3 Travaux en cours
Le mode`le utilise´ est un code Shallow-Water en fortran 90, associe´ a` la bibliothe`que
d’assimilation d’images BALAISE (Souopgui, 2010), que nous enrichissons avec les me´thodes
et ope´rateurs pre´sente´s ci-dessous.
Ope´rateurs d’observation pour les images base´s sur les gradients
Le constat de de´part de cette e´tude est le suivant : les informations pertinentes de
l’image sont contenues dans les fronts, autrement dit les zones de fort gradient dans l’image.
Ainsi, on propose dans [23] de conside´rer deux ope´rateurs d’observation base´s sur les
gradients.
Ope´rateur gradient. Le premier ope´rateur calcule simplement les gradients de l’image,
il donne la fonction couˆt suivante :





ou` (Ii)i=1..N est la se´quence d’images observe´e, et (qi)i=1..N le traceur de´fini par l’e´quation
1.22 (discre´tise´e), ou` U est donne´ par le mode`le fluide initialise´ par x0.
Ope´rateur angulaire. Pour le second ope´rateur, on voudrait pouvoir mesurer l’e´cart
angulaire entre les gradients de l’image et ceux produits par le mode`le. Pour cela on
souhaite comparer les vecteurs unitaires ∇I/‖∇I‖ et ∇q/‖∇q‖. Ici ‖.‖ repre´sente la norme
euclidienne en deux dimensions, de sorte qu’en chaque pixel (xk, yk) de l’image on peut




∂xI(xk, yk)2 + ∂yI(xk, yk)2
(∂xI(xk, yk), ∂yI(xk, yk))
ou` la de´rive´e ∂x, ∂y est calcule´e par diffe´rences finies au pixel voulu. Bien suˆr, cette formule
pose proble`me lorsque ∇I s’annule, on remplace donc la norme ‖.‖ par ‖.‖ε, avec
‖a‖2ε = a2x + a2y + ε
ou` ε est bien choisi (voir [23] pour les de´tails), de manie`re a` garantir que ∇I/‖∇I‖ε est
soit nul soit proche de ∇I/‖∇I‖. La fonction couˆt est alors donne´e par :










Validation avec des donne´es parfaites
La pertinence de ces deux ope´rateurs est e´tudie´e dans le cadre d’expe´riences jumelles
avec des donne´es parfaites (non bruite´es). Les conditions expe´rimentales sont celles de la
plaque expe´rimentale Coriolis 13, autrement dit un mode`le Shallow-Water avec une force
13. http://coriolis.legi.grenoble-inp.fr
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Figure 1.34 – Valeurs initiales choisies pour les expe´riences jumelles : a` gauche et au
centre les “vraies” composantes zonale u0 et meridionale v0 du champ de vitesse initiale.
A droite, la premie`re image du champ de traceur passif q1.
de Coriolis en β-plan, ie f = f0 + βy (ou` y est la latitude et f la force de Coriolis). Les
variables d’e´tat du mode`le sont les vitesses horizontales U = (u, v) et la hauteur d’eau h,
ce sont e´galement les variables de controˆle, autrement dit les variables que l’on cherche
a` identifier par assimilation. La simulation est re´alise´e sur un domaine carre´ (un sous-
domaine de la plaque), la figure 1.34 montre les vitesses initiales, le champ de traceur
initial et la vorticite´ initiale ζ0 = ∂xv0 − ∂yu0. Ces valeurs initiales permettent de ge´ne´rer
des observations, qui sont ensuite utilise´es dans le syste`me d’assimilation avec les diffe´rents
ope´rateurs. Pour valider quantitativement chaque syste`me, on calcule le rapport suivant :
RMSE(xa0)
RMSE(xb0)
, avec RMSE(x) = ‖x− xt‖
en prenant pour x successivement chaque variable u0, v0, h0 (avec les exposants a pour
assimile´, b pour e´bauche et t pour vrai). La figure 1.35 pre´sente l’e´volution de ce rapport
RMSE pour u0 au fur et a` mesure des ite´rations de minimisation. On voit ainsi que tous les
ope´rateurs imple´mente´s permettent de re´duire l’erreur RMSE a` moins de 10% de l’erreur
de l’e´bauche (sans assimilation), et que l’ope´rateur angulaire est plus efficace que les autres.
Assimilation d’images en pre´sence de bruit
Comme le travail [23] sur ce sujet est encore en cours a` l’heure de la re´daction de ce
mansucrit, je ne rentre pas trop dans les de´tails et je pre´sente ici les re´sultats pre´liminaires
contenus dans [20]. L’ide´e de ce travail est de conside´rer l’assimilation d’images bruite´es
par un bruit additif gaussien corre´le´ en espace. Du coup, la matrice de covariance d’erreur
d’observation ne peut plus eˆtre choisie proportionnelle a` l’identite´ comme on le fait en
ge´ne´ral.
Images bruite´es. Trois niveaux de bruit sont conside´re´s, et les images bruite´es obte-
nues sont pre´sente´es a` la figure 1.36. Pour ces images, la matrice de corre´lation du bruit
est identique, seule change l’intensite´ du bruit, qui est quantifie´e par le SNR (Signal to
Noise Ratio) :
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Figure 1.35 – Evolution du rapport des erreurs RMS pour la vitesse u en fonction du
nombre d’ite´rations de 4D-Var. Les observations sont parfaites et les quatre ope´rateurs
d’observations sont compare´s.
Mode´lisation des matrices de covariance d’erreur d’observation. On appelle Rtpix
la ve´ritable matrice de covariance d’erreur d’observation dans l’espace des pixels. Le bruit
e´tant corre´le´ en espace cette matrice n’est pas diagonale. Comme le niveau de bruit est
homoge`ne dans l’image, sa diagonale est constante, e´gale a` σ2true.
Dans les expe´riences pre´liminaires de [20], on ne conside`re que des matrices R diago-
nales, et on compare les diffe´rents couples ope´rateur d’observation / matrice R suivants :





trueIn, n = #pixels
– Ondelettes avec seuillage. On choisit ensuite de quantifier l’effet du seuillage τ par
rapport a` la distance pre´ce´dente. Pour cela on prend la matrice Rpix (qui est donc
diagonale) et on la transporte dans l’espace des ondelettes (de Daubechies pour fixer
les ide´es) seuille´es. On obtient :





T = σ2trueIk, k = #ΩI
ou` l’identite´ agit sur l’espace seuille´ ΩI . On voit alors que s’il n’y a pas de seuillage
on retrouve exactement la distance pixel. Ce choix de matrice permet donc d’e´valuer
l’impact du seuillage dans la distance, pour une matrice diagonale dans l’espace des
pixels.
– Gradients. La vraie matrice dans l’espace des gradients est ∇Rtpix∇T , on prend sa
diagonale pour nos expe´riences :
Rgrad = diag(∇Rtpix∇T )
Comme les corre´lations utilise´es sont isotropes, cette matrice est elle aussi propor-
tionnelle a` l’identite´.
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Figure 1.36 – Exemples d’observations bruite´es pour chaque niveau de bruit e´tudie´. Le
ratio Signal/Bruit (SNR) de l’image de gauche est de 26.8 dB, celui de l’image centrale de
20.8 dB et celui de l’image de droite de 14.8 dB.
Table 1.1 – Moyenne sur 10 expe´riences du pourcentage de l’erreur re´siduelle dans la
composante analyse´e, ua0, par rapport a` l’erreur pre´sente dans l’e´bauche, u
b
0. Ce pourcen-
tage a e´te´ calcule´ pour diffe´rents niveaux de bruit, caracte´rise´s par leur ratio Signal Bruit
(SNR), pre´sent au sein des se´quences d’images.
Pixels Wτ Gradients D8 Haar
14.8 dB 60.8% 60.1% 34.0% 9.3% 22.8%
20.8 dB 26.2% 28.5% 17.8% 7.6% 12.5%
26.8 dB 15.6% 17.1% 12.4% 7.2% 8.4%
Perfect data 7.6% 8.5% 7.4% 7.1% 6.4%


















qui est la diagonale de la vraie matrice dans l’espace des ondelettes D8.
Remarquons que si on se rame`ne a` l’espace des pixels par changement de variable, les
trois dernie`res R produisent des matrices de covariance non diagonales. A contrario, les
deux premie`res font l’hypothe`se que le bruit est de´corre´le´ dans l’espace des pixels.
Remarquons e´galement qu’il aurait e´te´ souhaitable de pouvoir comparer l’effet du







mais ceci est encore en cours de de´veloppement a` l’heure actuelle.
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Figure 1.37 – Composante u du champ de vitesse analyse´ pour une se´quence d’observa-
tion correspondant au bruit fort (SNR 14.8 dB). A gauche est pre´sente´ le re´sultat d’une
assimilation base´e sur la distance entre pixel, au centre sur la distance entre gradients, a`
droite sur la distance entre les coefficients d’ondelettes de Daubechies.
Re´sultats. La table 1.1 pre´sente le ratio entre les erreurs RMS pour l’analyse et celle
pour l’e´bauche, pour diffe´rents niveaux de bruit et les diffe´rents choix de distances/matrices
pre´sente´s plus haut. On remarque tout d’abord que la distance pixels est tre`s sensible au
bruit. Ensuite, on voit que l’influence du seuillage seul est moindre, puisque le meˆme genre
de re´sultat est atteint pour Wτ . Pour un grand niveau de bruit les meilleurs re´sultats sont
atteints pour les gradients et les ondelettes de Haar et Daubechies non seuille´es. Ceci
permet d’affirmer qu’une matrice diagonale bien choisie donne de meilleurs re´sultats que
l’identite´.
Enfin, la figure 1.37 montre le champ de vitesse u analyse´ avec un fort bruit dans les
images, pour pixels, gradients, et D8, qui confirme la bonne performance des deux derniers
par rapport aux pixels.
Ceci est certes pre´liminaire, puisque les matrices conside´re´es sont toutes diagonales,
mais la grande variabilite´ des re´sultats vis a` vis du choix de la matrice est encourageante
et montre que les efforts de mode´lisation de R, meˆme modestes, peuvent eˆtre payants.
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2.1 Re´duction de dimension
Dans ce paragraphe, on pre´sente les proble`mes de re´duction de dimension que l’on a
e´tudie´s avec C. Prieur, dans le cadre de la the`se d’A. Janon, que nous avons encadre´e en-
semble. Pour commencer, on pre´sente le principe des bases re´duites et des bornes d’erreur
certifie´es. Ensuite on re´sume les publications publie´e [10] et soumise [21].
2.1.1 Pre´sentation
L’ide´e de la re´duction de dimension est la suivante. Supposons qu’on souhaite re´soudre
un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles avec un ordinateur. Apre`s discre´tisation,
on est ramene´ a` un syste`me (e´ventuellement non line´aire) en tre`s grande dimension ; la
dimension e´tant le nombre de point de grille, le nombre de fonctions e´le´ments finis, le
nombre de cellules de volumes finis, etc. Il existe ensuite diverses raisons pour vouloir e´viter
de calculer en si grande dimension : on peut vouloir calculer tre`s rapidement la solution
(applications de type temps-re´el), ou bien vouloir effectuer un grand nombre de calculs
(me´thode de Monte-Carlo, optimisation ite´rative, etc.). La re´duction de dimension consiste
alors a` chercher le vecteur solution (a priori de tre`s grande taille) comme une combinaison
line´aire d’un petit nombre de vecteurs inde´pendants. Les inconnues du syste`me sont alors
ce petit nombre de coefficients, et la dimension de l’espace de travail s’en trouve re´duite.
Cadre de travail
Le cadre de travail est celui des e´quations aux de´rive´es partielles (EDP) a` parame`tres.
On verra par exemple une application plus loin a` l’e´quation de Burgers visqueuse, dans
lesquelles les parame`tres sont la viscosite´ et les conditions aux limites. On verra aussi plus
loin le benchmark d’un proble`me de Venturi, dans lequel la ge´ome´trie du domaine joue le
roˆle de parame`tres. Ainsi, le syste`me conside´re´ pourra se mettre sous une forme entre´e /
sortie :
µ 7→ u(µ) 7→ s(µ) = s(u(µ))
ou` µ ∈ Rp est le vecteur des parame`tres, u la solution du syste`me d’EDP, et s la sortie,
que l’on calcule en fonction de l’e´tat du syste`me (par exemple la valeur de u sur un bord,
une moyenne de u, ou tout autre quantite´ d’inte´reˆt). Le cadre classique des me´thodes de
re´duction de dimension (voir Prud’homme et al. (2002); Veroy et al. (2003); Prud’homme
and Patera (2004); Cuong et al. (2005); Grepl et al. (2007)) est celui ou` l’EDP conside´re´e
est line´aire, mise sous la forme variationnelle suivante :
a(u(µ), v;µ) = l(v;µ), ∀v ∈ H, pour tout jeu de parame`tres µ (2.1)
avec u(µ) ∈ H un espace de Hilbert de dimension N d’e´le´ments finis, a(., .;µ) une forme
biline´aire sur H et l(.;µ) une forme line´aire. La line´arite´ de l’EDP est suppose´e ici pour
simplifier la pre´sentation, mais on peut voir dans Grepl and Patera (2005); Urban and
Patera (2012); Knezevic et al. (2010); Veroy and Patera (2005) et [10] des applications a`
des EDP non line´aires. Ensuite on suposera, toujours pour des questions de lisibilite´, que
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ou` Q et Q′ sont des entiers, θq et γq′ sont des fonction re´elles et aq et lq′ sont des formes
biline´aires et line´aires qui ne de´pendent pas de µ. Dans le cas non-line´aire, la me´thode
des magic points (interpolation empirique, voir Grepl et al. (2007)) permet de se ramener
approximativement a` une forme affine.
Enfin, on suppose que a est coercive, a` µ fixe´ :
∀µ, ∃α(µ) > 0, a(u, v;µ) ≥ α(µ)‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ H
Syste`me re´duit
Dans le cadre pre´ce´dent (e´le´ments finis), la solution u se de´compose dans une base










ou` (ζ1, ..., ζn) est une famille libre de vecteur de H (inde´pendants de µ), que l’on appelle la
base re´duite. L’espace re´duit engendre´ par les ζi, Vect (ζ1, ..., ζn), est note´ H˜. On cherche
alors u˜ comme solution du proble`me variationnel dans H˜ :
a(u˜(µ), v;µ) = l(v;µ), ∀v ∈ H˜






θq(µ) aq(ζi, ζj) =
Q′∑
q′=1
γq′(µ) lq′(ζj), ∀1 ≤ j ≤ n
Cette e´criture permet de mettre en e´vidence le fonctionnement oﬄine / online de la
me´thode :
 Oﬄine : apre`s avoir choisi la base, on calcule et on stocke les nombres inde´pendants
de µ : aq(ζi, ζj) et lq′(ζj), pour tout i, j = 1..n. Ceci peut eˆtre couˆteux, car sa
complexite´ de´pend de N , mais n’est effectue´ qu’une seule fois.
 Online : pour chaque valeur du parame`te µ voulue, on calcule θq(µ) et γq′(µ), et
graˆce aux e´le´ments stocke´s dans la phase online on assemble le syste`me (de taille n)
pour les u˜i et on le re´sout. La complexite´ de cette phase est inde´pendante de N .
Sous re´serve que le proble`me et le choix de la base permettent d’avoir n << N tout en
ayant u˜ proche de u, on gagne ainsi en temps de calcul, a` la condition que l’on puisse
ne´gliger le couˆt de la phase oﬄine, ce qui est le cas si on fait de tre`s nombreux calculs ou
bien qu’on travaille en temps re´el.
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Borne d’erreur a posteriori
Le grand inte´reˆt de la me´thode de re´duction propose´e par Prud’homme et al. (2002);
Veroy et al. (2003); Prud’homme and Patera (2004); Cuong et al. (2005); Grepl et al.
(2007) est de fournir une borne d’erreur a` la fois certifie´e et calculable online (c’est-a`-dire
avec une complexite´ inde´pendante de N ) :
‖u(µ)− u˜(µ)‖ ≤ ε(µ), ∀µ






ou` ρ(µ) est la norme duale du re´sidu r(.;µ) :
ρ(µ) = sup
v∈H,‖v‖=1
|r(v;µ)|, r(v;µ) = a(u˜(µ), v;µ)− l(v;µ)
Tout l’inte´reˆt de la me´thode re´side e´videmment dans le fait qu’on peut mettre en œuvre une
proce´dure oﬄine / online pour calculer un majorant de cette borne d’erreur, de manie`re a`
produire une approximation u˜(µ) certifie´e (sans que la certification fasse exploser le temps
de calcul). On renvoie a` Nguyen et al. (2005); Huynh et al. (2007a); Chen et al. (2009)
pour les de´tails de cette mise en œuvre.
Choix de la base re´duite
Tout ce qu’on a vu jusqu’a` pre´sent peut eˆtre mis en œuvre avec n’importe quelle
base re´duite (autrement dit n’importe quelle famille libre ζ1, ..., ζn de vecteurs de H).
La question suivante est bien suˆr de trouver une bonne base, c’est-a`-dire une base qui
garantisse une erreur a posteriori petite. On passe en revue ci-dessous rapidement les
diffe´rentes options qui existent dans la litte´rature.
De´composition orthogonale aux valeurs propres (POD). La POD (proper orthogo-
nal decomposition) porte divers noms selon le domaine ou` elle est employe´e (analyse en
composantes principales PCA, fonctions empiriques orthogonales EOF, de´composition en
valeurs singulie`res SVD, transformation de Karhunen-Loeve, etc.). L’ide´e est de chercher
la base POD B comme la base orthonorme´e de taille n qui minimise l’erreur quadratique
de projection sur cette base ΠB, en moyenne sur les parame`tres µ :
B = argmin
b base orthonorme´e de taille n
∫
‖u(µ)−Πb(u(µ))‖2 dµ
ou` l’on a suppose´ que les parame`tres µ e´taient distribue´s selon la densite´ de probabilite´
dµ. En pratique, on calcule une approximation de la base B par la me´thode des snapshots,
autrement dit on e´value l’inte´grale ci-dessus par me´thode de Monte-Carlo en utilisant un
(grand) e´chantillon M de la loi de µ :
B ≃ argmin
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Ceci se fait en calculant la de´composition en valeurs singulie`res de la matrice des snapshots.
Tout d’abord on forme cette matrice A en plac¸ant dans ses colonnes les snapshots centre´s :




u(µi), M = {µi, i = 1..m}
ensuite on effectue la de´composition en valeurs singulie`res de A :
A = UΣV T
ou` Σ est la matrice diagonale des valeurs singulie`res (classe´es dans l’ordre de´croissant).
La base recherche´e B est alors forme´e des n premie`res colonnes de V , que l’on normalise.
Algorithme glouton. La me´thode greedy (voir Nguyen et al. (2005); Buffa et al.
(2009)) consiste a` construire ite´rativement la base de sorte que la borne d’erreur de
re´duction soit la plus faible possible. On commence, comme pre´ce´demment, par choisir
un (grand) e´chantillon M selon la loi de µ. Ensuite on initialise la base B en prenant
B = {u(µ0)}, µ0 choisi au hasard selon la loi de µ
et ensuite on ite`re les deux e´tapes suivantes :
1. calculer µj = argmaxµ∈M ε(µ), ou` la borne d’erreur ε est calcule´e avec la base B
courante ;
2. mettre a` jour la base B en y ajoutant le vecteur u(µj) et re´orthonormaliser.
Base oriente´e-sortie. L’ide´e cette fois est de choisir une base qui permette de mini-
miser non plus l’erreur commise sur l’e´tat ε(µ) mais sur la sortie ‖s(u(µ))− s(u˜(µ))‖. Ce
proble`me est re´solu comme un proble`me de controˆle optimal dans Bui-Thanh et al. (2007)
pour des syste`mes dynamiques line´aires, mais la me´thode est tre`s couˆteuse a` mettre en
œuvre en pratique.
2.1.2 Borne certifie´e pour l’e´quation de Burgers avec viscosite´
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article [10], e´crit en collaboration
avec C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de son travail de the`se.
Mode`le et proble´matique
Le point de de´part de ce travail est d’e´tudier la mise en œuvre de la me´thode de bases
re´duites pre´sente´e plus haut pour un mode`le “jouet” d’e´quation d’e´coulement ge´ophysique,
a` savoir l’e´quation de Burgers avec viscosite´. La question que l’on se posera plus tard sera
celle de la sensibilite´ de l’e´quation a` certains de ses parame`tres d’entre´e. Comme pour
cela on mettra en œuvre une me´thode de Monte-Carlo, on aura besoin de calculer de
nombreuses solutions (associe´es a` divers jeux de parame`tres), d’ou` le besoin d’avoir un
mode`le re´duit fiable et peu couˆteux.
Le proble`me que l’on conside`re est le suivant, et se pose pour une fonction u de l’espace
x ∈ [0; 1] et du temps t ∈ [0;T ] (avec T > 0), assez re´gulie`re : u ∈ C1 ([0, T ], H1(]0, 1[)),
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ou` ν ∈ R+∗ est la viscosite´ et f ∈ C0
(
[0, T ], L2(]0, 1[)
)
est le terme source. On ajoute bien
suˆr les conditions initiales et aux limites suivantes :
u(t = 0, x) = u0(x) ∀x ∈ [0; 1] (2.4)
avec u0 ∈ H1(]0, 1[) {
u(t, x = 0) = b0(t)
u(t, x = 1) = b1(t)
∀t ∈ [0;T ] (2.5)
ou` b0, b1 ∈ C0([0, T ]) ve´rifient avec u0 la condition de compatibilite´ suivante :
u0(0) = b0(0) and u0(1) = b1(0)
L’existence et l’unicite´ de la solution u recherche´e est un re´sultat classique (Hopf, 1950).
Les parame`tres d’entre´e de ce mode`le sont ν, u0, b0, b1 et f . En effet, dans une perspec-
tive d’extension a` l’oce´anographie ce sont les parame`tres importants du mode`le (forc¸ages
externes, conditions aux limites, viscosite´, conditions initiales), ils sont en ge´ne´ral mal
connus.
A l’exception de la viscosite´ ce sont des parame`tres fonctionnels. Comme nos strate´gies
de re´duction fonctionnent avec un nombre pas trop grand de parame`tres scalaires, on
choisit de parame´triser les fonctions dans des bases ade´quates (que l’on ne pre´cise pas ici,
mais qui sont suppose´es assez re´gulie`res, comme les se´ries de Fourier par exemple) :
































l sont fixe´es, ainsi que les entiers
n(b0), n(b1), nT (f), nS(f) et n(u0). Ainsi, notre jeu de parame`tres comprend les variables
scalaires suivantes :




















sujets a` la condition de compatibilite´ :







Discre´tisation et de´composition oﬄine / online. Dans Nguyen et al. (2005) les
auteurs e´tudient ce proble`me en ne conside´rant qu’un seul parame`tre, la viscosite´. Nous
avons adapte´ cette me´thode pour prendre en compte les autres parame`tres, mais le principe
est le meˆme. L’ide´e est de partir de l’e´quation continue et de se ramener a` la re´solution
d’un syste`me line´aire en dimension N , pour lequel on peut mettre en œuvre la me´thode
de re´duction pre´sente´e plus haut. On proce`de ainsi, en suivant Nguyen et al. (2005) (a`
l’exception de l’e´tape 2 que nous avons ajoute´e) :
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1. Etablissement de la forme faible de (2.3,2.4)
2. Pe´nalisation dans la forme faible des conditions aux limites (2.5)
3. Discre´tisation par e´le´ments finis P 1. On obtient ainsi un syste`me d’e´quations diffe´-
rentielles ordinaires en dimension N .
4. Discre´tisation en temps par me´thode d’Euler implicite. On obtient ainsi un syste`me
non-line´aire en dimension N .
5. Re´solution par me´thode de Newton. A chaque ite´ration, on doit re´soudre un syste`me
line´aire en dimension N .
Pour une base re´duite ζ1, ..., ζn donne´e, on peut mettre en œuvre sur ce dernier syste`me
line´aire une strate´gie oﬄine / online, qui permet le de re´soudre avec une complexite´
inde´pendante de N . La complexite´ globale de´pend alors de n, du nombre d’ite´rations
de Newton et du nombre de pas de temps. On renvoie a` [10] pour les de´tails.
Borne d’erreur. Des calculs techniques de´taille´s dans [10] permettent d’e´tablir une
borne d’erreur pour la re´duction propose´e. Pour cela on proce`de en deux e´tapes : d’abord,
on e´tablit un the´ore`me donnant une estimation de l’erreur ek = u(tk)− u˜(tk) a` chaque pas
de temps tk. Ensuite, on propose une strate´gie pour effectivement estimer un majorant de
cette borne qui soit calculable online. La difficulte´ principale repose sur l’estimation de
bornes supe´rieures et infe´rieures pour les nombres Ck appele´s constantes de stabilite´ :
Ck = inf
v∈H,‖v‖=1
2c(u˜k, v, v) + νa(v, v)
ou` c et a sont les formes tri- et bi-line´aires issues des termes associe´s a` 12∂x(u
2) et −ν∂xxu
dans la formulation variationnelle de l’e´quation (2.3). Pour ceci, on utilise la me´thode des
contraintes successives (SCM) (Huynh et al., 2007b; Nguyen et al., 2009), qui est reprise
de manie`re de´taille´e dans [10].
Choix de la base re´duite. L’article propose de comparer trois choix de bases : POD,
Greedy, et hybride. On ne revient pas sur les bases POD et Greedy qui ont e´te´ pre´sente´es
plus haut.
La base hybride est un me´lange des strate´gies POD et Greedy, propose´e dans Haasdonk
and Ohlberger (2008). L’algorithme de construction de la base est le suivant :
1. Se donner un entier P .
2. Choisir un (grand) e´chantillon des parame`tres.
3. Choisir un µ au hasard, et initialiser la base B en orthonomalisant l’espace vectoriel
engendre´ par les u(tk, µ), pour tous les pas de temps tk.
4. Ite´rer la proce´dure suivante :
(a) Trouver le µ∗ qui maximise (pour tous les µ dans l’e´chantillon) l’indicateur
d’erreur online, calcule´ avec la base B courante.
(b) Calculer les P premiers modes POD de l’ensemble de snapshots u(tk, µ
∗), pour
tous les pas de temps tk.
(c) Ajouter ces modes a` la base B (en orthonormalisant).
A toutes ces bases on ajoute les fonctions de base pour la condition initiale, afin d’avoir
une erreur initiale nulle.
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Figure 2.1 – Erreurs relatives pour 7 parame`tres variables et une base POD a` 7 e´le´ments,
en fonction du temps. Le trait plein de´signe la borne online relative ǫk/
∥∥u˜k∥∥, et le trait
pointille´
∥∥uk − u˜k∥∥/∥∥u˜k∥∥ de´signe l’erreur re´elle.
Re´sultats nume´riques
Premiers re´sultats. On pre´sente les re´sultats pour un premier cas-test simplifie´, avec
seulement 7 parame`tres actifs, avec la base POD. La figure 2.1 pre´sente la borne d’erreur
produite avec 7 modes POD, ainsi que l’erreur re´elle. On obtient ainsi une borne d’erreur
infe´rieure a` 1 pour 1 000, avec une re´duction du temps de calcul de 85% (calcul de la borne
compris).
Comparaison des bases. La figure 2.2 pre´sente une comparaison des bornes d’erreur
obtenues avec les trois bases propose´es, en fonction du nombre d’e´le´ments dans chaque
base, pour un cas-test simplifie´, avec un seul parame`tre (pour la condition initiale). Le
temps de calcul varie a` peu pre`s du simple au double selon la me´thode (simple pour POD-
Greedy, moyen pour POD, double pour Greedy), le temps de calcul online restant le meˆme.
Les trois bases produisent des re´sultats sensiblement similaires, la base POD-Greedy est
le´ge`rement en retrait, tandis que la base POD est meilleure en erreur moyenne (en temps)
et la base Greedy est meilleure pour l’erreur maximale (en temps).
Comparaison avec la borne existante. Enfin, la figure 2.3 pre´sente la comparaison
avec la borne existant dans la litte´rature (Nguyen et al., 2009). Elle met en e´vidence la
performance de notre borne (calcule´e avec la base POD), qui permet de gagner un ordre
de grandeur. Ceci peut aussi se voir sur le calcul, puisque dans le contexte de Nguyen et al.
(2009), seul le parame`tre ν est conside´re´, ce qui simplifie grandement les calculs. En effet,
la borne existante est :
‖ek‖ ≤
√
‖ek−1‖2 + ∆tν ‖rk‖20
1 + C˜k∆t
, avec C˜k = inf
v∈X0
4c(u˜k, v, v) + νa(v, v)
‖v‖2
alors que notre borne est :
‖ek‖ ≤ ‖ek−1‖+∆t ‖rk‖0
1 + Ck∆t
, avec Ck = inf
v∈X0,‖v‖=1
[
2c(u˜k, v, v) + νa(v, v)
]
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Mean relative error bound (Greedy)
Mean relative error bound (POD)
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Maximal relative error bound (Greedy)
Maximal relative error bound (POD)
Maximal relative error bound (POD-Greedy)
Figure 2.2 – Comparaison des bases POD, Greedy et POD-Greedy. On dessine l’erreur
moyenne en temps (en haut) et l’erreur maximale en temps (en bas) en fonction de la
taille de la base, pour un e´chantillon ale´atoire uniforme de taille 100 de l’unique parame`tre
u0m ∈ [0, 1].
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Figure 2.3 – Comparaison entre notre borne, la borne Nguyen et al. (2009) (appele´e
reference) et la vraie erreur, en fonction du temps, pour ν = 0.1.
2.1.3 Borne d’erreur oriente´e-sortie
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans le travail soumis [21], en collabo-
ration avec C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de sa the`se.
Pre´sentation du proble`me
Pre´sentation. Le point de de´part de ce travail est le suivant : la borne d’erreur
propose´e pre´ce´demment est une borne sur la solution u du proble`me d’EDP conside´re´.
Lorsque la quantite´ d’inte´reˆt (la sortie) n’est pas u mais une fonction de u, on voudrait
pouvoir proposer une borne qui soit meilleure, et adapte´e a` la sortie. Admettons par
exemple que u se de´compose dans une base re´duite choisie, par exemple u =
∑
i uiφi,
mais que la sortie s(u) ne “voie” que certaines composantes de u, par exemple s(u) =∑
i pair siuiφi. On voudrait dans ce cas ne pas avoir dans la borne les termes d’erreur
associe´s aux modes impairs de u. Ceci permet de re´duire la borne, et donc soit de proposer
un re´sultat plus pre´cis, soit en conservant la pre´cision de re´duire le nombre d’e´le´ments dans
la base re´duite et donc le temps de calcul.
Cadre de travail et notations. On se place dans le cadre pre´ce´dent d’une EDP a`
parame`tres, mise sous forme variationnelle et discre´tise´e par e´le´ments finis. L’espace de
travail est note´ X, sa dimension est N . On suppose cette fois dans 2.1 que a est biline´aire
de´finie positive et que le second membre l est line´aire, de sorte que l’e´quation se rame`ne
a` la re´solution d’un syste`me line´aire a` parame`tres dans X :
A(µ)u(µ) = l(µ)
Comme pre´ce´demment, on peut choisir une base re´duite et obtenir une solution approche´e,
par une de´composition oﬄine / online ade´quate. On note X˜ l’espace re´duit (de dimension
n), et Z la matrice (de taille N ×n) contenant en colonnes les vecteurs de la base re´duite.
Si on note u˜ les composantes de la projection de u sur X˜ on a
ZTAZu˜ = ZT l
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On suppose e´galement que la sortie s(µ) = s(u(µ)) est une fonction line´aire de u,
autrement dit une forme line´aire de X. Pour le produit scalaire choisi, cette forme line´aire
admet un repre´sentant dans X, que l’on note S (autrement dit s(u) = 〈S, u〉). On de´finit
ensuite la sortie re´duite par
s˜(µ) = 〈S,Zu˜(µ)〉 = 〈ZTS, u˜(µ)〉
et on note e´galement S˜ = ZTS.
L’objectif de ce travail est de produire une borne sur la sortie s˜(µ) calcule´ par re´duction
de dimension par rapport a` la sortie re´elle s(µ).
Travaux ante´rieurs. Il existe deux bornes oriente´es-sortie dans la litte´rature. La
premie`re consiste simplement a` utiliser une borne existante pour u et la line´arite´ de la
sortie :
|s(µ)− s˜(µ)| ≤ ‖S‖ ‖u(µ)− Zu˜(µ)‖
On appelle cette borne la borne Lipschitz. Elle s’e´tend tout naturellement au cas ou` la
sortie n’est pas line´aire mais lipschitzienne.
La deuxie`me approche (Nguyen et al., 2005) est d’utiliser la solution du proble`me
adjoint pour corriger la sortie, et de proposer une borne (meilleure) sur la sortie corrige´e.
La solution du proble`me adjoint s’e´crit (dans le cas simplifie´ ou` A est syme´trique) :
A(µ)ua(µ) = −S
On peut mettre en œuvre comme pre´ce´demment une me´thode de re´duction, avec une base
re´duite stocke´e dans les colonnes de la matrice Za, et les coordonne´es u˜a de la solution
re´duite approche´e dans cette base.
La sortie corrige´e est alors
sa(µ) = s(Zu˜(µ)) + 〈r(µ), Zau˜a(µ)〉
ou` r(µ) = A(µ)Zu˜(µ)− l(µ) est le re´sidu. Et la borne d’erreur associe´e est
|s(µ)− s˜(µ)| ≤ ρ(µ)ρ
a(µ)
α(µ)
ou` ρ(µ) est la norme duale du re´sidu r(µ), ρa(µ) la norme duale du re´sidu adjoint ra(µ) =
AZau˜a − S et α(µ) la constante de coercivite´ de A (faire le paralle`le avec l’e´quation 2.2).
Borne d’erreur probabiliste
L’objet du travail [21] est de proposer une borne en probabilite´, de´pendant d’un niveau
de risque β ∈]0, 1[ de la fac¸on suivante :
P
(
|s(µ)− s˜(µ)| ≥ ε(µ, β)
)
≤ β
Autrement dit, on prend un risque β que l’erreur ne soit pas infe´rieure a` la borne produite.
On explique en quelques lignes le point de de´part de la preuve, qui part de l’e´galite´
A−1r = Zu˜−A−1l = Zu˜− u
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Figure 2.4 – Domaine Ω(µ) pour le proble`me de Venturi.
On a donc
s˜(µ)− s(µ) = 〈S,Zu˜− u〉 = 〈S,A−1r〉 = 〈A−TS, r〉










L’ide´e de la preuve de la borne en probabilite´ est alors de se´parer cette somme en deux et
de borner les deux morceaux par un choix ade´quat de la base (φi)1≤i≤N .
Ce travail s’e´tend naturellement a` la me´thode existant dans la litte´rature avec la borne
duale, de manie`re a` obtenir e´galement une borne en probabilite´ sur la sortie corrige´e.
Re´sultats nume´riques
Nous validons notre me´thode sur un benchmark classique pour les bases re´duite, le
mode`le de Venturi (Rozza and A.T., 2008). L’EDP conside´re´e est la suivante :
∆ue = 0 in Ω(µ)
ue = 0 on ΓD
∂ue
∂n = −1 on ΓN
∂ue
∂n = 0 on ∂Ω \ (ΓN ∪ ΓD)
Les trois parame`tres :
µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ P = [0.25, 0.5]× [2, 4]× [0.1, 0.2],
de´finissent la ge´ome´trie du domaine Ω(µ), voir a` la figure 2.4. Pour ce mode`le on met en
œuvre une strate´gie oﬄine / online et on calcule les quatre bornes vues pre´ce´demment :
1. borne Lipschitz
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Bound on non−corrected output
Bound on corrected output
Dual−based output bound
True error on non−corrected output
True error on corrected output
Figure 2.5 – Comparaison des bornes d’erreur en fonction de la taille de la base re´duite.
Pour la sortie non corrige´e, la borne d’erreur en probabilite´ avec risque β = 0.0001 est en
bleu, la vraie erreur en pointille´s noirs. Pour la sortie corrige´e, la vraie erreur est en bleu
clair, la borne duale en rouge, et la borne en probabilite´ (risque β = 0.0001) est en vert.
La borne Lipschitz est trop grande pour apparatre sur la figure.
2. borne duale (avec l’adjoint, sur la sortie corrige´e)
3. borne probabiliste
4. borne probabiliste sur la sortie corrige´e
La figure 2.5 compare ces bornes avec l’erreur re´elle, en fonction de la taille de la base
re´duite. Afin de comparer des choses comparables, on a fait un changement d’e´chelle sur la
taille de base pour les bornes faisant intervenir l’adjoint (car elle ne´cessitent deux fois plus
de calcul oﬄine et online) (voir [21] pour les de´tails). La borne Lipschitz est nettement
moins bonne que toutes les autres et n’apparait pas sur la figure. On peut voir que notre
borne d’erreur, pour un risque β = 0.0001 est assez proche de la vraie erreur (moins d’un
ordre de grandeur), et meilleure que la borne duale existante.
Le document pre´sente e´galement la mise en œuvre de cette me´thode pour une e´quation
de transport, avec le meˆme type de conclusions, voir [21].
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2.2 Analyse de sensibilite´ globale
Dans ce paragraphe, on pre´sente les proble`mes d’analyse de sensibilite´ globale que
l’on s’est pose´s (en paralle`le de nos e´tudes sur la re´duction de dimension) avec C. Prieur,
A. Janon, et les statisticiens toulousains F. Gamboa, T. Klein et A. Lagnoux. Pour com-
mencer, on pre´sente les indices de sensibilite´ de Sobol. Ensuite on re´sume les articles [9]
et [11].
2.2.1 Pre´sentation
Comme on a pu le voir dans la premie`re partie, la plupart des mode`les ge´ophysiques
comportent un nombre certain de parame`tres mal connus, que l’on essaie bien souvent
d’estimer par me´thodes inverses. La toute premie`re e´tape e´videmment, avant meˆme d’en-
visager une me´thode inverse, est d’identifier les parame`tres les plus sensibles d’un mode`le,
ceux dont l’incertitude se ressentira le plus fortement sur les erreurs de pre´visions.
Cadre de travail
Pour fixer les notations, on supposera dans cette section que les parame`tres d’entre´e
sont p variables re´elles X1, ..., Xp, et que la sortie du mode`le Y est une variable re´elle aussi,
donne´e par
Y = f(X1, ..., Xp)
ou` f est une fonction de Rp → R. Par exemple, dans le mode`le de Venturi vu pre´ce´demment,
les Xi sont les parame`tres ge´ome´triques du mode`le et Y est le flux du fluide au travers
d’une des frontie`res. Ou encore, dans un mode`le de glaciologie pour la pale´oclimatologie,
les Xi sont les parame`tres lie´s a` la tempe´rature et Y est le volume de glace a` un temps
donne´.
Il est naturel de supposer que les parame`tres inconnus Xi sont des variables ale´atoires
re´elles. Leurs lois sont en ge´ne´ral inconnues, mais mode´lise´es graˆce a` l’expertise des
mode´lisateurs et des spe´cialistes. Pour le moment, de nombreux mode`les ge´ophysiques
sont de´terministes, autrement dit la fonction f ne comporte pas d’ale´a, mais si on voit les
Xi comme des variables ale´atoires, alors Y est e´galement une variable ale´atoire.
Il existe diffe´rentes fac¸ons de quantifier la sensibilite´ d’un mode`le a` ses parame`tres
d’entre´e. On peut de´ja` distinguer la mesure globale de la mesure locale. Cette dernie`re
est simplement la traduction mathe´matique de la question : si je perturbe le´ge`rement
les parame`tres d’entre´e autour d’une valeur de re´fe´rence, comme se trouve modifie´e la
sortie du mode`le ? La de´rivation du mode`le par rapport aux parame`tres au point voulu
∂Xif(x1, ..., xp) donne une re´ponse a` cette question.
Si on veut une mesure globale de la sensibilite´ a` un parame`tre donne´, on peut encore




ou` l’inte´grale doit eˆtre comprise comme l’espe´rance mathe´matiques de la variable ale´atoire
(∂Xif(X1, ..., Xp))
2.
Mais bien souvent on pre´fe`re tirer parti du cadre de travail stochastique et proposer
une mesure de la sensibilite´ base´e sur la variance, comme on va le voir plus bas.
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Indices de sensibilite´ globale de Sobol
Une fac¸on populaire de mesurer la sensibilite´ globale sont les indices de Sobol (Sobol,
1993) base´s sur la variance. L’indice de sensibilite´ du mode`le par rapport au parame`tre




ou` E(Y |Xi) est l’espe´rance conditionnelle de Y sachant Xi. C’est une variable ale´atoire
qui ne de´pend que de Xi. De plus, si les variables ale´atoires sont de carre´ inte´grable, alors
on peut voir E(Y |Xi) comme la projection orthogonale de Y sur les variables ale´atoires
de L2 ne de´pendant que de Xi. C’est donc, parmi les fonctions de Xi, la plus proche de
Y au sens des moindres carre´s. La variance de E(Y |Xi) quantifie ainsi la dispersion de Y
lorsque seul Xi varie. Par conse´quent, le quotient Si est la part de dispersion de Y que
l’on peut expliquer graˆce aux seules variations de Xi. Un indice proche de 0 indique que
Y varie peu en fonction de Xi. A l’inverse, un indice proche de 1 montre que Xi est tre`s
influent sur Y .
Estimation par me´thode de Monte-Carlo
Mis a` part dans des cas tre`s simples (en ge´ne´ral des exemples acade´miques), on ne
peut pas calculer exactement les indices de Sobol, pas meˆme les expliciter comme des
fonctions des parame`tres d’entre´e, et on doit recourir a` des approximations nume´riques.
La me´thode de Monte-Carlo est une fac¸on populaire de proce´der. L’ide´e est de simuler
l’ale´a des variables d’entre´e en choisissant convenablement un grand e´chantillon de ces
parame`tres, puis en calculant Y pour chacun de ces parame`tres. On obtient ainsi un
e´chantillon d’entre´e et un e´chantillon de sortie qui permet d’estimer les indices.
On de´finit ici l’estimateur original propose´ par Sobol (2001). Pour cela on de´finit deux
e´chantillons (ale´atoires et de meˆme loi celle des parame`tres) de taille N des p parame`tres :
























p ), ∀k = 1, ..., N
L’estimateur est alors donne´ par
Ŝi =
yy′ − y.y′
y2 − y2 (2.6)







Il existe e´galement d’autres estimateurs que celui-ci, on en verra quelques uns par la
suite. Il existe e´galement d’autres me´thodes d’estimation des indices. Sans rentrer dans
les de´tails, on peut citer la me´thode FAST (voir Tissot (2012) pour une approche re´cente
et les re´fe´rences historiques) et les polynoˆmes de chaos (Ghanem and Spanos, 2003). On
renvoie a` la the`se Janon (2012) pour plus de de´tails sur ces sujets.
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2.2.2 Utilisation de me´tamode`les pour estimer les indices de So-
bol : quelle perte d’information ?
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article [9], en collaboration avec
C. Prieur et A. Janon, dans le cadre de sa the`se.
Pre´sentation du proble`me
Dans ce travail on estime l’indice de Sobol Si avec l’estimateur (2.6) propose´ par Sobol
(2001). D’un point de vue pratique, il est souvent difficile de faire un grand nombre de
runs du mode`le, pour calculer les yk, car le mode`le est en ge´ne´ral assez couˆteux. Dans
ces cas la`, on remplace le mode`le f par une approximation f˜ , appele´e me´tamode`le, plus
rapide a` calculer. Par exemple, on a vu dans la partie pre´ce´dente que la re´duction de
dimension permettait de construire un tel me´tamode`le, mais il existe d’autres me´thodes
d’approximation, notamment stochastiques (krigeage, re´gression, etc.). L’estimateur qui




ou` les vecteurs y˜ et y˜′ sont de´finis avec le me´tamode`le au lieu du mode`le complet :
y˜k = f˜(X
k














p ), ∀k = 1, ..., N
L’article [9] consiste a` re´pondre a` la question suivante : peut-on quantifier l’erreur
entre l’estimateur Ŝi et la vraie valeur de l’indice ? On distingue deux sources d’erreur :
la premie`re vient de l’usage du me´tamode`le a` la place du mode`le complet (erreur de
me´tamode`le) ; la deuxie`me vient de l’approximation par Monte-Carlo avec un e´chantillon
de taille N (erreur d’e´chantillonnage).
Travaux ante´rieurs. Il existe peu de travaux qui quantifient cette erreur d’estimation,
en particulier l’erreur due au me´tamode`le, bien que la plupart des calculs d’estimations
d’indice de sensibilite´ soient mene´s avec des me´tamode`les. On peut citer Marrel et al.
(2009), qui proposent une estimation de l’erreur dans le cas d’un me´tamode`le de krigeage.
Storlie et al. (2009) proposent aussi l’estimation de cette erreur, en utilisant une ap-
proche base´e sur le bootstrap (Efron, 1979). On reprend ci-dessous la description de la
me´thode donne´e dans Janon (2012). On se donne un e´chantillon d’apprentissage
D = {(X1, f(X1)), ..., (Xn, f(Xn))}
qui sert a` construire un me´tamode`le f˜D. On re´pe`te ensuite pour r = 1, ..., R les e´tapes
suivantes :
1. on tire de manie`re e´quiprobable avec remise dans (X1, ...,Xn) un e´chantillon de
taille n (X∗1, ...,X∗n) ;
2. on tire de manie`re e´quiprobable avec remise dans les re´sidus
{f˜(Xk)− f(Xk), k = 1, ..., n}
un e´chantillon de re´sidus de taille n (e∗1, ..., e∗n) ;
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3. on calcule une version bruite´e de l’e´chantillon d’apprentissage
D∗ = {(X∗1, f˜(X∗1) + e∗1), ..., (X∗n, f˜(X∗n) + e∗n)};
4. avec cet e´chantillon on fabrique un nouveau me´tamode`le f˜D∗ , et avec ce me´tamode`le
on calcule une re´plication Ŝri de l’estimateur.
Ensuite on utilise l’ensemble
R = {Ŝ1i , ..., ŜRi }
pour construire un intervalle de confiance pour Si. Cette me´thode est plus ge´ne´rale que
la pre´ce´dente, car elle peut s’appliquer a` diffe´rents types de me´tamode`les. Cependant elle
est tre`s couˆteuse, notamment a` cause de l’e´tape 4 qui ne´cessite de construire un nouveau
me´tamode`le a` partir du nouvel e´chantillon.
Quantification des erreurs d’estimation
Erreur de me´tamode`le. Le point de de´part de ce travail, pour pouvoir calculer
nume´riquement l’erreur commise, est de pouvoir disposer d’une borne d’erreur sur le
me´tamode`le. En se basant sur nos travaux sur les bases re´duites, on est parti du prin-
cipe qu’on pouvait disposer d’une borne d’erreur :
|f(X)− f˜(X)| ≤ ε(X), ∀X
ou` on a note´ pour simplifier X = (X1, ..., Xp) le vecteur des parame`tres d’entre´e du
mode`le. Pour un e´le´ment Xk de l’e´chantillon cela s’e´crit :
|yk − y˜k| ≤ ε(Xk) = εk
On commence par la remarque suivante : Ŝi est la pente de la re´gression line´aire des y
′
k











ou` on a note´ y = (y1, ..., yN ) l’e´chantillon (et pareil pour y
′). L’ide´e est ensuite d’e´crire
que chaque yk est dans l’intervalle [y˜k − εk; y˜k − εk] et de produire un encadrement de
R(a,y,y′, y, y′). On en de´duit ensuite un encadrement
Ŝmi ≤ Ŝi ≤ ŜMi
Dans le cas ou` ε est grand, cette dernie`re me´thode est assez pessimiste. En supposant
un peu plus de re´gularite´ sur la fonction f (ce qui est le cas en ge´ne´ral, car les mode`les
conside´re´s sont souvent assez re´guliers), on propose e´galement une version lisse´e de cet
encadrement afin d’obtenir un encadrement plus fin.
Erreur d’e´chantillonnage. Pour estimer cette erreur, on utilise la me´thode du boots-
trap (voir plus haut), applique´e directement aux estimateurs Ŝmi et Ŝ
M
i . Les re´plications
permettent de construire deux intervalles de confiance : [Im1 , I
m











2 ] pour Si.
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Figure 2.6 – Convergence des intervalles de confiance pour l’estimation des indices de
sensibilite´, a` gauche pour ν, a` droite pour u0m. En ordonne´e apparaissent les bornes Ŝ
m
i
et ŜMi , ainsi que les extre´mite´s des intervalles de confiance a` 95%. En abscisses, la taille
de la base re´duite. La taille de l’e´chantillon Monte-Carlo est fixe´e a` N = 2000.
Application
La me´thode pour construire les intervalles de confiance est applique´e a` l’e´quation de
Burgers visqueuse parame´trique que l’on a vue au paragraphe 2.1.2. On conside`re pour
commencer que seuls deux parame`tres sont inconnus, la viscosite´ ν et u0m dans la condition
initiale u0(x) = u0m + 5 sin(x/2). On suppose que ν varie entre 1 et 20 et que u0m entre
0 et 0.3, que les deux parame`tres sont inde´pendants et suivent des lois uniformes sur ces
intervalles. Comme ce mode`le est moins couˆteux qu’un mode`le ge´ophysique 3D, on a pu
calculer des intervalles de confiance tre`s pre´cis pour les indices de sensibilite´ a` ces deux
parame`tres :
Sν ∈ [0.0815; 0.0832], Su0m ∈ [0.9175; 0.9182]
qui nous servent de re´fe´rence pour la suite.
Intervalles de confiance et probabilite´ de couverture. Avec une base re´duite a` n = 9
e´lements et une taille d’e´chantillon Monte-Carlo N = 300 on peut calculer un intervalle
de confiance a` 95% selon la me´thode pre´sente´e plus haut. Si l’intervalle de confiance est
parfait, cela signifie que la probabilite´ de couverture (ie la probabilite´ que la vraie valeur
soit effectivement dans l’intervalle) vaut 0.95. Afin de valider ceci, on peut re´pe´ter la
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me´thode 100 fois et regarder combien de fois l’intervalle de confiance contient effectivement
le vrai indice, ce qui nous donne une probabilite´ de couverture empirique. La table ci-
dessous pre´sente les re´sultats et permet de valider la me´thode :
Parame`tre Intervalle de confiance moyen Probabilite´ de couverture empirique
ν [0.0139 ;0.2083] 0.91
u0m [0.8421 ;0.9491] 0.87
Convergence. La figure 2.6 pre´sente l’e´volution des bornes Ŝmi et Ŝ
M
i en fonction de
la taille de la base re´duite, pour une taille d’e´chantillon Monte-Carlo fixe´e. On voit ainsi
que l’erreur due au me´tamode`le de´croit vite avec la taille de la base re´duite. La largeur
de l’intervalle de confiance reste grande car l’erreur d’e´chantillonnage est fixe´e. Notez que
les intervalles [Ŝmi ; Ŝ
M
i ] ne tiennent pas compte de l’erreur Monte-Carlo et ne contiennent
donc pas, en ge´ne´ral, la vraie valeur de l’indice.
La fin de l’article [9] pre´sente d’autres applications : au meˆme mode`le de Burgers avec
davantage de parame`tres variables, et a` un autre type de mode`le (interpolation a` noyaux).
Toutes deux mettent en e´vidence les bonnes performances de l’intervalle de confiance
propose´, notamment par rapport aux me´thodes existant dans la litte´rature.
2.2.3 Etude asymptotique de l’estimation d’indices de Sobol
Ce paragraphe re´sume les re´sultats contenus dans l’article [11], produit d’un travail
en collaboration avec F. Gamboa, A. Lagnoux et T. Klein de Toulouse, avec C. Prieur et
A. Janon, dans le cadre de la the`se de ce dernier et de l’ANR COSTA-BRAVA.
Pre´sentation
Le cadre de ce travail est l’e´tude des proprie´te´s asymptotiques de deux estimateurs
de Monte-Carlo pour les indices de Sobol. Plus pre´cise´ment, on s’inte´resse au compor-
tement asymptotique des deux erreurs (de me´tamode`le et d’e´chantillonnage) lorsqu’a` la
fois la taille de l’e´chantillon Monte-Carlo et celle de l’e´chantillon d’apprentissage pour le
me´tamode`le tendent vers l’infini.
Les notions sous-jacentes qui nous inte´ressent sont la normalite´ et l’efficacite´ asympto-
tique. La premie`re mesure la convergence de l’estimateur vers le vrai indice, ce qui permet
de justifier des intervalles de confiance asymptotiques. La deuxie`me permet de parler d’op-
timalite´ d’un estimateur, en un certain sens, et ainsi d’obtenir des intervalles de confiance
les plus pre´cis possible.
Notations. On s’inte´resse a` un mode`le du type
Y = f(X,Z)
ou` X ∈ Rp1 et Z ∈ Rp2 sont des variables ale´atoires inde´pendantes que l’on appelle les
parame`tres d’entre´e. On note p = p1 + p2 le nombre total de parame`tres. Si Y est de
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avec pour i = 1, . . . , N :
Yi = f(Xi, Zi), Y
X
i = f(Xi, Z
′
i),
ou` {(Xi, Zi)}i=1,...,N et {(Xi, Z ′i)}i=1,...,N sont deux e´chantillons inde´pendants et de meˆme
loi celle (X,Z), avec {Zi}i inde´pendant de {Z ′i}i.



























On donne deux re´sultats de normalite´ asymptotique : le premier lorsque l’estimateur
est calcule´ avec le mode`le exact, le second avec un me´tamode`le.
Avec un mode`le exact. On e´tablit d’abord un re´sultat de consistance, c’est-a`-dire la








On a ensuite la proposition suivante, de normalite´ asymptotique.































(Y − E(Y ))(Y X − E(Y ))− SX/2 ((Y − E(Y ))2 + (Y X − E(Y ))2))
(Var (Y ))2
.
avec σT ≤ σS (et e´galite´ si et seulement si SX ∈ {0, 1}).
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Avec un me´tamode`le. On suppose cette fois que l’on dispose d’un me´tamode`le peu
couˆteux et approche´ pour calculer Y :
Y˜ = f˜(X,Z) = f(X,Z) + δ,
ou` la perturbation δ = δ(X,Z, ξ) est fonction d’une variable ale´atoire ξ inde´pendante de


























































On commence d’abord par une remarque : si δ ne de´pend pas de N (par exemple si
on envisage de conserver le meˆme me´tamode`le alors qu’on grandit la taille de l’e´chantillon
Monte-Carlo), alors en ge´ne´ral les estimateurs S˜XN et T˜
X
N ne sont pas consistants pour
estimer SX . On suppose donc de´sormais que δ de´pend de N , on note δN , et on suppose
e´galement que Var δN tend vers 0 quand N → ∞. On s’inte´resse alors a` la convergence
normale de
√
N(S˜XN − SX) en fonction de la vitesse de convergence de Var δN vers 0. On
a le the´ore`me suivant.
On de´finit
Cδ,N = 2Var (Y )
1/2
[





Corr (δN , δ
X
N )− Corr (Y, Y X)
]
ou` δXN = δN (X,Z
′) et Corr (A,B) est la corre´lation entre A et B (covariance normalise´e
par les e´carts-types). On suppose que Cδ,N ne converge pas vers 0. Alors





, alors S˜XN et T˜
X
N sont asymptotiquement normaux pour estimer
SX :
√
N(S˜XN − SX) −→
N→+∞
N (0, σ2S) et
√
N(T˜XN − SX) −→
N→+∞
N (0, σ2T ).
2. Si NVar (δN )→∞, alors ils ne sont pas asymptotiquement normaux.








N(S˜XN − SX) −→
N→+∞
N (γ, σ2S) et
√
N(T˜XN − SX) −→
N→+∞
N (γ, σ2T )





Les preuves de ces re´sultats sont disponibles dans [11].
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Efficacite´ asymptotique
Je n’ai pas contribue´ aux re´sultats d’efficacite´ asymptotique. En quelques mots, la no-
tion d’efficacite´ est la suivante. Supposons qu’on a un estimateur SN , qui forme donc pour
N ∈ N une suite d’estimateurs (SN )N∈N, pour une variable S. Si SN est asymptotiquement
normale pour S, alors on a
√
N(SN − S) L→
N→∞
N (O, σ2)
Ceci nous permet de construire des intervalles de confiance asymptotiques pour S dont
la largeur est σ. La notion d’efficacite´ asymptotique s’applique a` la suite qui produit une
variance asymptotique la plus petite possible (et donc l’intervalle de confiance le plus e´troit,
donc le plus pre´cis). En re´alite´, la notion d’efficacite´ est plus complexe, car l’optimalite´
a lieu sur un sous-ensemble de suites d’estimateurs dites re´gulie`res, on renvoie a` Janon
(2012) et a` van der Vaart (1998) pour plus de de´tails. Dans l’article [11], on montre que
sous certaines conditions les suites d’estimateurs (TXN )N et (T˜
X
N )N sont asymptotiquement
efficaces pour estimer SX .
Illustrations nume´riques
On illustre les re´sultats pre´ce´dents avec la fonction d’Ishigami (voir Ishigami and
Homma (1990))




ou` (Xj)j=1,2,3 sont des variables ale´atoires inde´pendantes et de meˆme loi uniforme sur
[−π;π].
On note S1 l’indice de Sobol SX1 avec Z = (X2, X3), et on note de meˆme S
2 et S3.
Les valeurs exactes de ces indices sont connues :
S1 = 0.3139, S2 = 0.4424, S3 = 0.
Pour illustrer les re´sultats pre´ce´dents on va proce´der ainsi : on construit un intervalle
de confiance asymptotique de niveau 0.95, puis pour valider cet intervalle on calcule sa
probabilite´ de couverture empirique (comme on l’a vu pre´ce´demment au paragraphe 2.2.2)
en re´plicant R = 1000 intervalles de confiance. La proportion d’intervalles contenant la
vraie valeur donne la couverture empirique, que l’on veut proche de 0.95 pour valider la
construction de l’intervalle.
Mode`le exact. On commence par utiliser les estimateurs SXN et T
X
N avec le mode`le
exact. La figure 2.7 montre les probabilite´s de couverture empirique obtenue en fonction
de N . On constate que ces probabilite´s tendent bien vers 0.95 quand N tend vers l’infini,
ce qui illustre la fiabilite´ des intervalles de confiance asymptotiques construits.
La figure 2.8 compare l’efficacite´ de SN et TN en montrant la largeur de l’intervalle
de confiance (multiplie´e par
√
N) en fonction de N . On constate bien que TN est meilleur
que SN , sauf pour S
3 pour lequel on a S3 = 0.
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Figure 2.7 – Probabilite´ de couverture empirique pour les intervalles de confiance asymp-
totiques pour les indices S1 (en haut), S2 (au milieu) et S3 (en bas), en fonction de la
taille de l’e´chantillon Monte-Carlo N , pour les estimateurs SN (a` gauche) et TN (a` droite)
avec le mode`le exact.
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Figure 2.8 – Largeur des intervalles de confiance (multiplie´e par
√
N) pour S1, S2 et S3,
























































Figure 2.9 – Couverture empirique des intervalles de confiance asymptotique pour S1,
S2 et S3, en fonction du niveau de bruit β, pour le mode`le perturbe´ par un bruit gaussien
f˜N .
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Mode`le perturbe´. On conside`re ensuite un mode`le perturbe´ par un bruit gaussien
f˜N = f +
5ξ
Nβ/2
ou` β > 0 et ξ suit une loi normale centre´e re´duite. On a δN = 5
ξ
Nβ/2












La preuve du the´ore`me nous dit que S˜N est asymptotiquement normal pour S si β > 1/2.
Pour X1 et X2, on a la re´ciproque car Cδ ∼ N−β/2. Pour X3, on a Cδ = 0 et S˜N est
asymptotiquement normal pour S quel que soit β > 0. La figure 2.8 illustre ceci. On a
fixe´ N assez grand et on trace la probabilite´ de couverture empirique en fonction de β.
On voit alors que cette probabilite´ est proche de 0.95 de`s que β > 1/2 pour S1 et S2, et
pour tout β pour S3.
Me´tamode`le de krigeage. On conside`re ensuite un me´tamode`le de krigeage, construit
a` partir d’un e´chantillon d’apprentissage de taille n. Plus n est grand plus le me´tamode`le
est pre´cis, mais plus il est couˆteux a` construire. Sans rentrer dans les de´tails (on renvoie
a` [11]), on arrive a` montrer que, sous certaines hypothe`ses, le bruit d’un tel me´tamode`le
ve´rifie
Var δ ≤ Ce−kn1/p
ou` C et k sont des constantes. En appliquant ceci a` la fonction d’Ishigami et en utilisant
une re´gression exponentielle pour estimer les coefficients, on obtient
Var (δ) ≈ Ĉe−k̂n1/3 , k̂ = 1.91
Ceci conduit a` proposer la relation suivante entre n et N :
n = (a lnN)3
et le the´ore`me nous dit que l’on a normalite´ asymptotique si a > 1/k̂, autrement dit
a > 0.52. Bien qu’on n’ait pas prouve´ que cette condition est ne´cessaire et suffisante, on
peut ne´anmoins e´tudier la probabilite´ de couverture empirique en fonction de a (sachant
que la couverture the´orique est encore de 0.95 ici) :
a N n Proba de couverture empirique pour S1 pour S2 pour S3
.4 3000 33 0.1 0 0.7
.4 4000 37 0.08 0 0.78
.4 6000 43 0.26 0.3 0.88
.4 10000 51 0.28 0.18 0.78
.4 20000 77 0.28 0.1 0.59
.6 3000 111 0.79 0.37 0.9
.6 4000 124 0.8 0.7 0.94
.6 10000 169 0.92 0.82 0.94
.6 20000 210 0.93 0.85 0.95
.7 3000 177 0.93 0.88 0.93
.7 4000 196 0.9 0.91 0.94
.7 6000 226 0.94 0.93 0.97
.8 4000 293 0.95 0.95 0.95
et on constate effectivement un changement de re´gime entre a = 0.4 et a = 0.6.
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Re´gression non parame´trique. L’article propose e´galement un autre type de me´tamode`le
(re´gression non parame´trique) qui donne le meˆme genre de re´sultat. L’avantage de ce
me´tamode`le est qu’il n’est pas ne´cessaire de disposer du vrai mode`le pour le construire,
mais que des observations bruite´es suffisent. L’inconve´nient est que cette fois n = Na, a >
1.16, ce qui ne´cessite une plus grande taille d’e´chantillon d’apprentissage pour que le
me´tamode`le donne la normalite´ asymptotique des estimateurs.
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2.3 Algorithme du nudging direct et re´trograde (BFN)
Dans ce paragraphe on s’inte´resse aux travaux [8] et [6] mene´s en collaboration
avec D. Auroux et J. Blum (Nice) sur un nouvel algorithme d’assimilation de donne´es, le
nudging direct et re´trograde (BFN – Back and Forth Nudging).
2.3.1 Pre´sentation
Nudging
L’algorithme du nudging direct et re´trograde (BFN) a e´te´ introduit re´cemment par
Auroux and Blum (2005) comme une me´thode d’assimilation de donne´es extreˆmement
simple a` mettre en œuvre. Cette me´thode est base´e sur le nudging, encore appele´ relaxation
newtonienne, ou observateur de Luenberger (cas line´aire). L’ide´e du nudging est de relaxer
le mode`le vers les observations, en ajoutant un terme de rappel dans le second membre de
l’EDP du mode`le. Si l’e´quation d’e´volution du mode`le s’e´crit ainsi :
dX
dt
= F (X), 0 < t < T, X(0) = s0




= F (X)−K(C(X)−Xobs), 0 < t < T, X(0) = x0
ou` K est un coefficient (ou une matrice) positif.
La the´orie des observateurs permet de dire que, sous certaines conditions et pour un
choix optimal de K, l’e´tat X tend vers les observations, lorsque t tend vers l’infini. Pour
les mode`les de ge´ophysique, ces hypothe`ses ne sont pas valides, et on veut des re´sultats en
temps fini (la taille de la feneˆtre d’assimilation est de quelques heures en me´te´o et quelques
semaines en oce´anographie). Cependant, le nudging a e´te´ utilise´ avec un certain succe`s en
me´te´orologie (Hoke and Anthes, 1976) puis en oce´anographie (Verron and Holland, 1989;
Blayo et al., 1994).
Algorithme du BFN
Le point de de´part du BFN est le suivant : puisque l’on est limite´ a` une feneˆtre de
temps finie, on voudrait pouvoir corriger ceci en effectuant plusieurs e´tapes de nudging
successives, sur la meˆme feneˆtre de temps. Pour cela, on remarque qu’il faut disposer d’une




= F (X˜) +K ′(C(X˜)−Xobs), T > t > 0, X˜(T ) = X(T )
ou` cette fois le mode`le est re´solu en inversant le sens du temps, en partant de la condition
finale X(T ), et en changeant le signe de la relaxation. On obtient ainsi une nouvelle
condition initiale X˜(0) qui peut servir a` initialiser une nouvelle e´tape de nudging.
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L’algorithme du BFN s’e´crit donc ainsi (Auroux and Blum, 2005) :
Initialiser X˜0(0) = x0, puis ite´rer jusqu’a` convergence, pour k ≥ 1 :{
∂tXk = F (Xk) +K(X
obs −H(Xk)),
Xk(0) = X˜k−1(0), 0 < t < T,
{
∂tX˜k = F (X˜k)−K ′(Xobs −H(X˜k)),
X˜k(T ) = Xk(T ), T > t > 0.
Une pre´sentation approfondie de l’algorithme, notamment son interpre´tation variation-
nelle et son lien avec les observateurs, est disponible dans Auroux (2008).
2.3.2 Re´sultats the´oriques ne´gatifs
Ce paragraphe re´sume l’article [8], en collaboration avec D. Auroux (Nice).
Discussion
Comme peut s’en douter le lecteur qui tomberait pour la premie`re fois sur l’algo-
rithme du BFN applique´ a` l’e´quation de la chaleur, l’e´quation re´trograde peut avoir de
gros proble`mes de stabilite´ en pre´sence de viscosite´. Les premiers articles applicatifs du
BFN (Auroux and Blum, 2008; Auroux, 2009) montrent cependant de bonnes perfor-
mances nume´riques du BFN pour des mode`les de complexite´ varie´e (Lorenz, Burgers,
quasi-ge´ostrophique, Shallow-Water), meˆme en pre´sence de viscosite´. Il s’ave`re cependant
que les coefficients de viscosite´ sont tre`s faibles, et les coefficients de nudging re´trogrades
K ′ suffisamment fort pour compenser l’instabilite´ lie´ au laplacien re´trograde.
Avec D. Auroux, on a donc entrepris de faire l’e´tude the´orique de la (non-)convergence
de l’algorithme dans [8], au moins pour des e´quations de transport (line´aire et Burgers).
On a re´ussi a` prouver qu’en l’absence de viscosite´ on avait bien convergence. Par contre,
en pre´sence de viscosite´ on n’avait plus de convergence, voire plus de solution a` l’e´quation
re´trograde, sauf dans le cas tre`s particulier ou` l’e´tat est observe´ partout et en tout temps
(ie C = 1, cas peu inte´ressant). On e´nonce ci-dessous les the´ore`mes obtenus dans le cas
line´aire, on a le meˆme genre de re´sultats dans le cas non-line´aire.
Equation de transport sans viscosite´
Le cadre de travail est le suivant. On conside`re l’e´quation de transport

∂tutrue + a(x)∂xutrue = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω
utrue|x=0 = utrue|x=1,
utrue|t=0 = u0true,
ou` Ω est le tore R/Z, a(x) ∈ C1(Ω) et u0true ∈ C1(Ω) sont tous deux pe´riodiques en espace.
Sous ces hypothe`ses, on a existence et unicite´ de la solution utrue ∈ C1([0;T ]× Ω).
On se donne ensuite des observations associe´es :
uobs(t, x) = utrue(t, x), si (t, x) ∈ ω; uobs(t, x) = 0, si (t, x) /∈ ω
ω = Support (K) ⊂ [0, T ]× Ω
Les constantes de nudging K et K ′ ∈ C1([0;T ] × Ω) sont positives et peuvent de´pendre
de t et de x, et il existe une constante κ ∈ R∗+ telle que K ′(t, x) = κK(t, x).
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∂tu˜+ a(x)∂xu˜ = K
′(u˜− uobs),
u˜|x=0 = u˜|x=1,
u˜|t=T = u(T ),
On note ensuite
(s, ψ(s, x))
les courbes caracte´ristiques de l’e´quation directe avec K = 0, de pied x au temps s = 0,
i.e. telles que
(s, ψ(s, x))|s=0 = (0, x)
Les caracte´ristiques sont bien de´finies et ne s’intersectent pas sur [0, T ].
Avec ces hypothe`ses et notations, on peut alors e´noncer le the´ore`me suivante :
On a existence et unicite´ de solutions classique u et u˜ ∈ C1([0;T ]× Ω). On note
w(t) = u(t)− utrue(t),
w˜(t) = u˜(t)− utrue(t).
On a alors le the´ore`me suivant :
1. Si K(t, x) = K constante en temps et en espace, alors pour tout t ∈ [0, T ] on a :
w˜(t) = w(t)e(−K−K
′)(T−t).
2. Si K(t, x) = K✶[t1,t2](t) avec 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , alors on a :
w˜(0) = w(0)e(−K−K
′)(t2−t1).
3. Si K(t, x) = K(x), alors pour tout t ∈ [0, T ] on a :





K(ψ(s, x)) +K ′(ψ(s, x)) ds
)
.
Dans le dernier cas, l’erreur ne diminue que lorsque la caracte´ristique croise le support de
K(x). Quoi qu’il en soit, les e´quations du BFN sont bien pose´es, et si on a suffisamment
d’observation en temps et en espace, l’erreur diminue (au moins dans les zones observe´es).
Equation de transport avec viscosite´
On conside`re cette fois l’e´quation

∂tu− ν∂xxu+ a(x)∂xu = 0,





– a(x) ∈W 1,∞(Ω) ;
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– ν > 0 constante ;
– u0true ∈ L2(Ω) et u0 ∈ L2(Ω).
On a alors existence et unicite´ de la solution utrue ∈ C0(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)).
On utilise cette solution pour ge´ne´rer des observations uobs comme pre´ce´demment.
On de´finit ensuite les coefficients de nudging ayant le meˆme support ω que les obser-
vations : K ∈ L∞([0;T ]× Ω) et K ′ ∈ L∞([0;T ]× Ω) sont positives et il existe κ ∈ R∗+ tel
que K ′(t, x) = κK(t, x), et on a Support (K) = Support (K ′) = ω ⊂ [0, T ]× [0, 1].




∂tu− ν∂xxu+ a(x)∂xu = −K(u− uobs),





∂tu˜− ν∂xxu˜+ a(x)∂xu˜ = K ′(u˜− uobs),
u˜|x=0 = u˜|x=1 = 0,
u˜|t=T = u(T ),
On suppose que u0 ∈ L2(Ω) est donne´. On a alors le the´ore`me suivant :
L’e´quation directe (F ) admet une unique solution u ∈ C0(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)).
De plus :
1. SiK(t, x) = K ∈ R, alors l’e´quation (B) admet une unique solution u˜ ∈ C0(0, T ;L2(Ω))∩
L2(0, T ;H1(Ω)). De plus, si on note
w(t) = u(t)− utrue(t),
w˜(t) = u˜(t)− utrue(t),
alors pour tout t ∈ [0, T ] on a :
w˜(t) = e(−K−K
′)(T−t)w(t)
2. Si K(t, x) = K✶[t1,t2](t) avec K ∈ R et 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , alors l’e´quation (B) admet
aussi une unique solution u˜ ∈ C0(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) et on a
w˜(0) = e(−K−K
′)(t2−t1)w(0)
3. Si K(t, x) = K(x), avec Support (K) ⊂ [a, b] ou` a < b et a 6= 0 ou b 6= 1, alors
l’e´quation re´trograde (B) est mal pose´e : il n’existe pas, en ge´ne´ral, de solution u˜,
meˆme au sens des distributions.
Remarquons que l’existence de la solution re´trograde repose fermement sur l’hypothe`se
que l’on dispose d’observations comple`tes en espace, au moins pendant un certain temps.
En pratique, ce n’est bien suˆr pas re´aliste, mais certaines observations (satellites notam-
ment) ont ne´anmoins une tre`s bonne couverture.
2.3.3 Ame´lioration de l’algorithme
Ce paragraphe re´sume l’article [6], en collaboration avec D. Auroux et J. Blum (Nice).
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Point de de´part
La plupart des mode`les ge´ophysiques que l’on utilise en me´te´orologie et en oce´anogra-
phie comportent des termes visqueux. La viscosite´ intrinse`que du fluide est en ge´ne´rale
tout petite, de sorte que l’on peut conside´rer que la solution exacte ve´rifie les e´quations
non visqueuses. Cependant, en pratique on ajoute des termes visqueux pour permettre la
parame´trisation des phe´nome`nes sous-maille, autrement dit ceux qui ont lieu aux e´chelles
non re´solues par le mode`le. Suite aux re´sultats ne´gatifs [8] pour le BFN en pre´sence de
viscosite´, on a propose´ une ame´lioration de l’algorithme dans la note [6]. L’ide´e est tout
simplement de conside´rer que la viscosite´ est un terme de parame´trisation nume´rique, et
donc de changer son signe dans les e´quations re´trograde.
Alorithme du BFN diffusif
On se place dans le cadre des fluides ge´ophysiques newtoniens (atmosphe`re, oce´an).
On suppose que l’e´tat du syste`me ve´rifie l’e´quation suivante :
∂tX = F (X) + ν∆X, 0 < t < T, X(0) = x0
ou` l’on a explicite´ les termes visqueux sous la forme ν∆X, en supposant que F contient
uniquement des termes de transport (e´ventuellement non line´aire) et inclut e´galement
les conditions aux limites. L’ope´rateur d’observation est cette fois note´ H, et on dispose
d’observations Xobs(t) que l’on compare a` leur e´quivalent mode`le H(X(t)).
Pour k ≥ 1 l’algorithme du BFN diffusif (D-BFN) s’e´crit
(F )
{
∂tXk = F (Xk) + ν∆Xk +K(Xobs −H(Xk))
Xk(0) = X˜k−1(0), 0 < t < T
(B)
{
∂tX˜k = F (X˜k)− ν∆X˜k −K ′(Xobs −H(X˜k))
X˜k(T ) = Xk(T ), T > t > 0
Le changement de signe de la diffusion rend le proble`me re´trograde en ge´ne´ral bien pose´,
et on a alors convergence de l’algorithme (voir [6] pour une preuve dans un cadre ide´alise´).
Applications
La note [6] illustre l’algorithme dans le cas e´le´mentaire d’une e´quation de transport
avec des observations comple`tes. Des tests plus complets ont e´te´ effectue´s dans l’article
Auroux et al. (2013), ou` les auteurs proposent de comparer les algorithmes BFN et D-BFN
(appele´ BFN2 dans l’article) pour l’assimilation d’observations bruite´es avec l’e´quation de
Burgers sans choc. La figure 2.10 montre les erreurs RMS obtenues pour trois me´thodes
d’assimilation :
1. le BFN avec ν = 0, autrement dit sur l’e´qaution de Burgers non visqueuse
2. le BFN avec ν = 0.001
3. le D-BFN avec la meˆme viscosite´ ν = 0.001
et pour trois jeux de donne´es diffe´rents :
1. observations parfaites, disponibles tout les 4 points de grille et tous les 4 pas de
temps
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nx¼ 4 nx¼ 10 nx¼ 10
nt¼ 4 nt¼ 10 nt¼ 10
Unnoisy Unnoisy Noisy (15%)
BFN with !¼ 0 No. iterations 2 2 2
Relative RMS (%) 0.11 0.15 7.70
K 15 43 52
K
0 30 86 104
BFN with !¼ 0.001 No. iterations 3 3 3
Relative RMS (%) 0.15 0.34 8.62
K 17 45 55
K
0 34 90 110
BFN2 with !¼ 0.001 No. iterations 6 4 3
Relative RMS (%) 0.48 0.34 7.28
K 2 10 18
K
0 4 20 36
Figure 2.10 – Table de comparaison entre le BFN et le D-BFN pour l’e´quation de Burgers
sans choc avec des observations discre`tes et bruites, d’apre`s Auroux et al. (2013) table 3.
nx¼ 4 nx¼ 10 nx¼ 10
nt¼ 4 nt¼ 10 nt¼ 10
Unnoisy Unnoisy Noisy (15%)
BFN2 with !¼ 0.02 No. iterations 3 3 3
Relative RMS (%) 1.13 1.22 6.97
K 8 20 20
K
0 16 40 40
Figure 2.11 – Table de re´sultat du D-BFN pour l’e´quation de Burgers avec choc avec
des observations discre`tes et bruites, d’apre`s Auroux et al. (2013) table 6.
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2. observations parfaites, disponibles tout les 10 points de grille et tous les 10 pas de
temps
3. observations bruite´es, disponibles tout les 10 points de grille et tous les 10 pas de
temps
On constate que l’algorithme du D-BFN donne des re´sultats le´ge`rement meilleurs dans le
cas d’observations bruite´es, et permet surtout d’utiliser des constantes de nudging plus
faibles.
Plus inte´ressant, les auteurs conside`rent ensuite l’e´quation de Burgers avec choc. Dans
ce cas, le BFN ne converge pas, alors que le D-BFN donne de bons re´sultats (voir la figure
2.11).
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2.4 Etude expe´rimentale de la me´thode HUM pour
l’e´quation des ondes
Ce paragraphe pre´sente les travaux effectue´s en collaboration avec G.Lebeau (Nice)
sur le controˆle de l’e´quation des ondes. L’ide´e de ce travail e´tait a` la fois de proposer
une me´thode nume´rique robuste et de l’utiliser pour illustrer quelques re´sultats the´oriques
re´cents. On commence par pre´senter le proble`me de controˆlabilite´ de l’e´quation des ondes
et la me´thode HUM, ensuite on de´crit la me´thode nume´rique et enfin on pre´sente quelques
re´sultats nume´riques. Ce qui suit est directement tire´ des travaux [4] et [14].
2.4.1 Pre´sentation
Controˆlabilite´ des ondes
Pour un point de de´part f = (u0, u1) ∈ H10 (Ω) × L2(Ω) donne´, le proble`me est de
trouver une source v(t, x) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) telle que la solution u = S(v) de l’e´quation
des ondes line´aires 

u = χv in ]0,+∞[×Ω
u|∂Ω = 0, t > 0
(u|t=0, ∂u|t=0) = (0, 0)
(2.7)
atteigne l’e´tat f = (u0, u1) = (u(T, .), ∂tu(T, .)) au temps T , ou` :
–  = ∂2tt −∆ est le d’alembertien (avec vitesse c = 1)
– Ω est un ouvert borne´ de Rd,
– le domaine de controˆle U est un ouvert non vide de Ω,
– χ(t, x) = ψ(t)χ0(x) ou` χ0 est une fonction L
∞ a` valeurs re´elles sur Ω, telle que
Support (χ0) = U et χ0(x) continue et positive pour x ∈ U , ψ ∈ C∞([0, T ]) et
ψ(t) > 0 sur ]0, T [.
L’espace atteignable en temps T est un sous-espace de H = H10 (Ω)×L2(Ω) de´fini par :
RT = {f = (u0, u1) ∈ H, ∃v, (S(v)(T, .), ∂tS(v)(T, .)) = (u0, u1)}.
Alors on a controˆlabilite´ approche´e si RT est dense dans H et controˆlabilite´ exacte si
RT = H.
Me´thode HUM
La me´thode HUM (Hilbert Uniqueness Method) de Lions (1988) consiste a` choisir la
fonction v de norme L2 minimale. Alors v est de la forme χ∂tw ou` w est solution de
l’e´quation duale :

w = 0 in ]0,+∞[×Ω
w|∂Ω = 0, t > 0
(w|t=T , ∂tw|t=T ) = (w0, w1) = h ∈ H = H10 (Ω)× L2(Ω)
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L’ope´rateur de controˆle HUM est alors de´fini par :
Λ :
H → H
f = (u0, u1) 7→ h = (w0, w1)


















On sait qu’on a e´quivalence entre la controˆlabilite´ exacte et la condition :
∃C > 0,MT =
∫ T
0
eitAB(T − t)B∗(T − t)e−itA∗ dt ≥ C Id
et dans ce cas, on a :
Λ =M−1T
Condition de controˆle ge´ome´trique
On se place sous les hypothe`ses pre´ce´dentes pour χ(t, x), et sous une condition liant les
rayons optiques de l’e´quation des ondes et la frontie`re ∂Ω. On rappelle ensuite le the´ore`me
de Bardos et al. (1992) :
Si χ et T sont tels que la condition de controˆle ge´ome´trique est ve´rifie´e, alors l’ope´rateur
MT est un isomorphisme, i.e. on a la controˆlabilite´ exacte (RT = H). La condition de
controˆle ge´ome´trique (GCC) s’e´nonce ainsi : toute ge´ode´sique de Ω se de´plac¸ant a` vitesse
1 et partant a` t = 0 rencontre l’ouvert U = {x ∈ Ω, χ0(x) 6= 0} en temps t < T .
2.4.2 Me´thode nume´rique
Pre´ce´demment, Glowinski et al. (1990) commencent par discre´tiser l’e´quation des ondes
continues, et ensuite calculent le controˆle pour le syste`me discret. Mais Zuazua (2002, 2005)
a montre´ que le mode`le discret n’est pas uniforme´ment controˆlable quand la taille de la
grille tend vers ze´ro. Ainsi, l’ope´ration “discre´tiser puis controˆler” n’est pas e´quivalente a`
“controˆler puis discre´tiser”. Des approches multi-grilles ont e´te´ de´veloppe´es pour pallier
ce proble`me (Glowinski et al., 2008; Asch and Lebeau, 1998). Ici on propose de proce´der
directement a` l’ope´ration “controˆler puis discre´tiser”, autrement dit discre´tiser directement
l’ope´rateur de controˆle Λ, par une me´thode spectrale, que l’on re´sume brie`vement ci-
dessous (on renvoie a` [4] pour les de´tails).
Soit (ω2j ) la suite des valeurs propres de −∆D et (ej) la base orthonorme´e de vecteurs
propres de L2(Ω) associe´e :
−∆ej = ω2j ej , ej |∂Ω = 0
Pour une fre´quence de coupure ω, on de´finit le sous-espace
L2ω = Span{ej , ωj ≤ ω}
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log abs (trunc(inv JMJ) ! inv(trunc JMJ))
 
 





















Figure 2.12 – Logarithme des coefficients de la matrice ((MT )
−1)ω− ((MT )ω)−1, ou` MT
est calcule´e avec 2000 valeurs propres, et la fre´quence de coupure ω vaut la 500e`me valeur
propre.






On de´finit enfin la matrice MT,ω :
MT,ω = ΠωMTΠω, MT,ω,n,m = (MTφn|φm)H
ou` (φn) est une base orthonorme´e de Hω.
On rappelle que Λ =M−1T et MT,ω = ΠωMTΠω.
Alors on peut montrer que MT,ω est inversible sur Hω et ‖M−1T,ω‖ est borne´ uniforme´ment
sur ω. Sous la condition de controˆle ge´ome´trique, on a le re´sultat suivant :
Il existe c > 0 tel que pour tout f ∈ H on a :
‖Λ(f)−M−1T,ω(fω)‖H ≤ c‖f − fω‖H + ‖Λ(fω)−M−1T,ω(fω)‖H
avec fω = Πωf et limω→∞ ‖Λ(fω)−M−1T,ω(fω)‖H = 0.
En d’autres termes, l’inversion et la discre´tisation de Galerkin “commutent presque”
pour MT . La figure 2.12 illustre ce re´sultat : elle repre´sente le logarithme des valeurs
absolues des coefficients de la matrice ((MT )
−1)ω − ((MT )ω)−1 (tous infe´rieurs a` 10−4).
2.4.3 Etude expe´rimentale de l’ope´rateur HUM
Nous avons imple´mente´ en fortran 90 (ainsi qu’en Matlab) la me´thode pre´sente´e plus
haut.
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control domain smooth control domain
Figure 2.13 – Ge´ome´tries (vert) et domaines de controˆle (marron), sans (a` gauche) et
avec (a` droite) lissage.
Figure 2.14 – Effet du lissage sur la matrice MT,ω. Le logarithme des coefficients de
MT,ω, pour la carre´ avec la condition GCC, est dessine´ a` gauche avec un controˆle lisse et
a` droite avec un controˆle non lisse. L’e´chelle de couleur est la meˆme pour les deux images.
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Figure 2.15 – Expe´rience de localisation en fre´quence dans le carre´. La de´composition
spectrale de (w0, w1) (gauche, droite) est repre´sente´e, sans lissage (deux graphes de gauche)
et avec lissage (deux graphes de droite). En abscisses sont les valeurs propres, en ordonne´es
la valeur du coefficient associe´ a` cette valeur propre. La cible u0 vaut le 50e`me vecteur
propre, et la valeur propre associe´e vaut environ 26.8, u1 = 0.
Figure 2.16 – Localisation en espace dans le carre´, avec lissage. Le controˆle w0 est
repre´sente´ en bas, tandis que la cible u0 est en haut. Les vues 3D sont a` gauche, les
contours sont a` droite.
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Effet du lissage
Nous avons imple´mente´ l’algorithme pour plusieurs domaines 2D. On pre´sente ici uni-
quement la ge´ome´trie carre´e (on renvoie au papier [4] pour d’autres exemples). Pour
chaque ge´ome´trie, on a choisi un domaine de controˆle U standard satisfaisant la condi-
tion de controˆle ge´ome´trique. La figure 2.13 montre la ge´ome´trie (en vert) et le domaine
de controˆle (en marron). Comme il a e´te´ prouve´ par Dehman and Lebeau (2009) que
l’ope´rateur Λ a de bonnes proprie´te´s quand la fonction de controˆle χ(t, x) est lisse, on a
conside´re´ deux cas : controˆle non lisse : χ(t, x) = 1[0,T ]1U ; controˆle lisse χ(t, x) = ψ(t)χ0(x)
avec ψ(t) = 4t(T−t)
T 2
1[0,T ] et χ0(x) lisse´ de manie`re similaire. La figure 2.13 montre (en bas)
les domaines de controˆle avec lissage.
Au sujet du lissage, la figure 2.14 montre les coefficients de la matrice MT avec (a`
gauche) et sans (a` droite) lissage. La meˆme e´chelle de couleur a e´te´ utilise´e, on voit que
la de´croissance des coefficients est bien meilleure avec que sans lissage.
Localisation en fre´quence
Le premier re´sultat que nous avons illustre´ est le suivant (voir Dehman and Lebeau
(2009); Lebeau (1992) pour les de´tails). Soient ψk(D), k ∈ N les ope´rateurs de localisation







ψk(ωj)ajej , Sk(D) =
k∑
j=0
ψj(D), k ≥ 0
Supposons que la condition de controˆle ge´ome´trique est valide´e, et que le controˆle χ(t, x)
est lisse. Alors il existe C > 0 tel que pour tout k ∈ N on a :
‖ψk(D)Λ− Λψk(D)‖H ≤ C2−k
‖Sk(D)Λ− ΛSk(D)‖H ≤ C2−k
La figure 2.15 illustre ce re´sultat : la cible f = (u0, u1) est telle que u0 = e50 (50e`me
vecteur propre) et u1 = 0. On voit alors que le controˆle (w0, w1) est quasiment e´gal a` ce
vecteur propre, et que ceci est d’autant plus vrai que la fonction de controˆle est lisse.
Localisation en espace
Pour la localisation en espace, on n’a pas de re´sultats the´oriques. Cependant, la figure
2.16 est un exemple dans lequel le support du controˆle w0 est identique a` celui de la cible
u0. On a d’autres exemples, avec et sans lissage, dans d’autres ge´ome´trie et avec d’autres
cibles (voir [4]) qui peuvent laisser penser que l’ope´rateur MT pourrait eˆtre un ope´rateur
microlocal, ce qui signifierait effectivement qu’il pre´serve la localisation en espace tout
comme la localisation en fre´quence.
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Perspectives a` court-terme
Chacune de mes directions de recherche actuelles pre´sente de manie`re imme´diate des
perspectives a` court terme, qui consistent a` poursuivre, approfondir ou ame´liorer l’existant,
je les e´nume`re rapidement ci-dessous.
 Glaciologie petite e´chelle (code Elmer/Ice) :
 ame´liorer le gradient approche´,
 ame´liorer les algorithmes,
 ajouter le controˆle de la topographie du socle,
 imple´menter le BFN.
 Glaciologie grande e´chelle (code Winnie et GRISLI) :
 ajouter plus de physique dans les e´quations de Winnie pour l’assimilation (Kal-
man et 4D-Var),
 obtenir l’adjoint complet (4D-Var),
 passer du prototype Winnie au mode`le complet GRISLI,
 imple´menter le BFN.
 Donne´es lagrangiennes : proposer une application a` des donne´es re´elles (par exemple
la Mer Noire).
 Se´quences d’images : poursuivre l’e´tude des matrices de covariances d’erreur d’ob-
servation.
 Analyse de sensibilite´ et re´duction de dimension : e´tudier un proble`me plus proche
d’un e´coulement ge´ophysique re´aliste, avec un mode`le Shallow-Water.
 BFN :
 ame´liorations de l’algorithme,
 imple´mentation en glaciologie.
 HUM : application a` un proble`me concret de controˆle non destructif ou d’imagerie
(identifier un de´faut ou une source).
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Perspectives a` moyen terme
Pour les perspectives a` moyen terme, plusieurs directions me semblent particulie`rement
inte´ressantes a` explorer.
Assimilation de se´quences d’images. D’abord, du coˆte´ de l’assimilation d’images,
nous aimerions e´tudier une nouvelle distance entre images, qui soit plus adapte´e au suivi
des structures. Nous pensons en particulier a` une distance base´e sur le transport optimal.
La distance de Wasserstein entre deux images est le couˆt de transport d’une image sur une
autre. Cette notion a e´te´ introduite par Monge, qui devait optimiser les trajets entre des
zones de de´blais (terre a` e´vacuer) et des remblais (terre a` ajouter), autrement dit trouver le
trajet qui minimise le couˆt de transport. Le couˆt de´pend ainsi de la masse transporte´e et de
la distance sur laquelle on la transporte. La formule qui donne la distance de Wasserstein
entre les images (vues comme des densite´s) ρ0 et ρ1 est la suivante :




ou` (E) est la contrainte non-line´aire suivante
(E) : det(∇M(x))ρ1(M(x)) = ρ0(x)
(M est un champ de transport qui envoie ρ0 sur ρ1)
Cette notion de distance nous semble plus adapte´ a` l’assimilation de donne´es image.
En effet, contrairement a` la distance L2 (ou` les images sont compare´es pixel a` pixel), cette
distance tient compte de la distance entre les supports des structures (fronts, tourbillons,
etc.). Comme cette distance ne de´rive pas d’un produit scalaire, la the´orie usuelle du
controˆle optimal des EDP ne s’applique pas. On veut ne´anmoins faire de l’assimilation
variationnelle en calculant la de´rive´e de cette distance par rapport aux images, afin de
mettre en œuvre une me´thode de gradient. Ce travail, a` la fois the´orique et nume´rique,
est l’objet d’une the`se qui commencera au moins de novembre.
Glaciologie. On a vu pre´ce´demment le point suivant, bien connu des biologistes :
dans certains cas particuliers (calottes simplife´es ou` on peut faire des calculs explicites), il
est impossible d’assimiler conjointement le socle et le coefficient de frottement basal. En
effet, dans une configuration ide´alise´e, un socle profond avec peu de glissement produit
les meˆmes observations (vitesses en surface) qu’un socle peu profond avec beaucoup de
glissement. Dans ce cadre la`, le proble`me n’est donc pas controˆlable. J’aimerais e´tudier
dans le cas ge´ne´ral (e´coulement SIA flowline 1D) ce proble`me de controˆlabilite´, au moins
nume´riquement si la the´orie n’est pas abordable.
Ensuite, on peut s’inte´resser a` la leve´e de cette non-controˆlabilite´. Une solution que
nous pourrions e´tudier est celle d’un couplage avec la ge´othermie au niveau du socle
rocheux. Ceci donnerait une information de tempe´rature qui permettrait de dire si la
glace est au point de fusion ou pas. Dans ce cas, cela pourrait aider a` faire le distingo
entre les zones ou` le glissement est fort, et celle ou` la glace est pose´e sans glisser.
Une autre possibilite´, plus complexe sans doute d’un point de vue the´orique, est
de´tudier le mode`le couple´ thermome´canique, ou` l’on re´sout e´galement une e´quation pour
la tempe´rature dans la glace. Le mode`le complet 3D GRISLI est base´ sur ces e´quations
couple´es. De la meˆme fac¸on cela donnerait une information supple´mentaire sur la nature
de la glace au fond qui permettrait peut-eˆtre de rendre le proble`me controˆlable.
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Ouverture vers la biologie et l’e´cologie
Enfin, je m’inte´resse e´galement a` d’autres the´matiques lie´es a` l’environnement, notam-
ment en lien avec la biologie et l’e´cologie.
Couplage fluide–vivant. Sur ce sujet, j’ai commence´ a` e´tudier avec A. Rousseau
(MOISE) un proble`me de de´pollution de lac, par assimilation de donne´es variationnelle.
Le proble`me est le suivant : on pre´le`ve de l’eau dans un lac, l’eau est envoye´ dans un
bio-re´acteur. Dans le biore´acteur, des bacte´ries se chargent de consommer la pollution,
ensuite ces bacte´ries sont de´cante´es et l’eau “propre” retourne dans le lac, selon le dessin
suivant 1 :
Fig. 1. Interconnection of the bioreactor with the resource.
La question est alors d’identifier le de´bit optimal des pompes qui tirent/rendent l’eau
du lac. Ce proble`me a e´te´ e´tudie´ pre´ce´demment1, dans un cadre un peu simplifie´, ou` l’on
suppose que la concentration en polluant dans le lac est re´gi par une e´quation diffe´rentielle
ordinaire. Avec A. Rousseau on souhaite e´tudier le proble`me dans un cadre plus re´aliste,
ou` la circulation fluide dans le lac est prise en compte par une EDP (Navier-Stokes). Le
mode`le que l’on conside`re repre´sente le couplage entre
 la circulation du fluide dans le lac (avec entre´e/sortie d’eau dues aux pompes) ;
 le transport-diffusion du polluant par le fluide dans le lac ;
 la disparition du polluant dans le biore´acteur par l’action des bacte´ries ;
 l’e´volution de la population de bacte´ries dans le biore´acteur.
Dans ce mode`le intervient le parame`tre inconnu : le de´bit de la pompe qui connecte le lac
et le biore´acteur. On tente actuellement de mettre en œuvre une me´thode adjointe pour
trouver la valeur du parame`tre qui maximise la de´pollution au temps final.
Toujours du coˆte´ couplage fluide–vivant, on pourrait e´galement utiliser les outils de´ve-
loppe´s dans la the`se d’A. Janon pour e´tudier un proble`me couple´ oce´an littoral – biologie
marine. De tels mode`les sont actuellement en attente de calibration, avec de nombreux
parame`tres inconnus. L’analyse de sensibilite´ permettrait d’identifier les parame`tres sen-
sibles, avant que l’on puisse proce´der a` leur identification optimale.
1. P. Gajardo, J. Harmand, H. Ramı´rez C., A. Rapaport, Minimal time bioremediation of natural water
resources, Automatica, 2011
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Ecologie. Je m’inte´resse e´galement a` d’autres sujets en lien avec l’agriculture e´colo-
gique :
 agroe´cologie : mode´lisation de la microbiologie du sol et son lien avec l’hydrologie et
les plantes en surface ;
 agroforestrie : couplage arbres–agriculture–hydrologie–sol
avec comme objectifs de mieux prote´ger les cultures, d’ame´liorer la re´sistance aux rava-
geurs, de mieux comprendre les interactions entre les diffe´rents acteurs (plantes, mine´raux,
biomasse du sol, hydrologie, etc.). Dans ces domaines se posent des questions de mode´li-
sation, puis de calibration des mode`les et enfin d’optimisation et d’assimilation de donne´es,
et je compte prochainement de´marrer des collaborations sur ces sujets.
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